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Abstrakcyjna teoria modeli
— semantyczne ujecie logiki*

Celem artykutu jest przedstawienie glownych pojg¢ abstrakcyjnej teorii modeli
(abstract model theory), stanowiacej uogdlnienie klasycznej teorii modeli, oraz po-
wodow sktaniajacych do jej uprawiania. Charakterystyczny dla tego podejscia jest
stricte semantyczny charakter: na systemy logiczne patrzy sig tu przez pryzmat inter-
pretacji (modeli), natomiast aspekty sktadniowe staja sig wtorne i nieistotne. Istnieje
wiele prac technicznych przedstawiajacych zaréwno podstawowe wyniki (np. twier-
dzenia Lindstroma, ktore pozwalaja na umiejscowienie logiki pierwszego rzgdu
w catym spektrum systeméw logicznych, dostarczajac jednoczesénie ciekawych inspi-
racji filozoficznych), jak i bardzo wyrafinowane rezultaty dotyczace zaawansowa-
nych matematycznie konstrukcji (zob. np. Barwise, Feferman 1985). W artykule zo-
stang omowione przede wszystkim motywacje lezace u podloza tego podejscia oraz
podstawowe pojecia techniczne.

1. LOGIKA ELEMENTARNA A INNE LOGIKI

W klasycznych badaniach teoriomodelowych zdecydowanie najwigcej uwagi po-
$wigcono logice pierwszego rzgdu (nizej bgdg postugiwat si¢ terminem ,,logika ele-
mentarna”). Teoria modeli dla logiki elementarnej stanowi dobrze zbadane teryto-
rium, cho¢ oczywiscie nadal istnieja tu otwarte problemy. Znanych jest wiele wyni-
kéw technicznych; niektore z nich — jak twierdzenie o zwartosci czy twierdzenia
Skolema-Lowenheima — wchodza w sktad standardowego podstawowego kursu lo-

* Projekt zostat sfinansowany ze $rodkow Narodowego Centrum Nauki przyznanych na pod-
stawie decyzji nr DEC-2011/01/B/HS1/04023.
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giki (i stanowia zrodto inspiracji dla dyskusji filozoficznych, a takze w pewien spo-
sob je porzadkuja); inne maja charakter bardziej wyrafinowany (np. Chang, Keisler
1990). Badania dotyczace teoriomodelowych — a wigc metalogicznych — wlasnosci
logiki pierwszego rzedu majq istotne znaczenie z punktu widzenia dyskusji filozo-
ficznej dotyczacej np. ograniczen mocy wyrazeniowej pewnych systemow czy ogo6l-
niejszego problemu ,,granic logicznosci” (czyli pytania o to, ktore pojgcia maja cha-
rakter logiczny).

Klasyczna teoria modeli koncentruje si¢ na logice elementarnej, ale prowadzone
sa rowniez systematyczne badania dotyczace innych systeméw logicznych. Najbar-
dziej chyba znanym przyktadem logiki nieelementarnej jest logika drugiego rzgdu,
ktora jest o wiele silniejsza niz logika elementarna. W ramach logiki pierwszego rzg-
du kwantyfikacja dotyczy tylko obiektow nalezacych do dziedziny przedmiotowej
(czyli uniwersum modelu), natomiast w logice drugiego rzgdu mozemy formutowaé
zdania mowiace o zbiorach obiektow (np. ,.kazdy zbior majacy wtasnos¢ P, ma row-
niez wiasnos¢ Q” albo ,,istnieje zbior, ktory ma wiasnos¢ P”)!. W radykalny sposob
zwigksza to moc wyrazeniowa.

W historii logiki i matematyki toczyta si¢ dyskusja na temat wyboru wilasciwej
logiki do formalizacji rozumowan matematycznych. Dotyczyla wlasnie wyboru migdzy
logika pierwszego a drugiego rzedu (zob. Shapiro 1985, 1991). Jednym z argumentoéw
pojawiajacych si¢ w tym sporze jest pelno$¢ logiki elementarnej: wystgpujace w niej
poje¢cia konsekwencji semantycznej i syntaktycznej sa tozsame, czyli — swobodnie
méwiac — to, co jest semantycznym wnioskiem z danej teorii, da si¢ tez w ramach
tej teorii udowodnié¢®. Natomiast w wypadku logiki drugiego rzedu musimy pogodzi¢
si¢ z faktem, ze moga istnie¢ takie semantyczne konsekwencje teorii, ktorych nie da
si¢ udowodni¢, a nawet takie, do ktorych by¢ moze w ogodle nie bedziemy mieli Zadne-
go dostepu poznawczego’. Logika elementarna ma jednak stosunkowo niewielka moc
wyrazeniowa, a szereg naturalnych poje¢ matematycznych wymyka si¢ charaktery-
zacji w jej ramach. Nasuwa si¢ pytanie, czy np. twierdzenie Skolema—Loéwenheima

"' W tym miejscu warto wyjasni¢ pewne nieporozumienie, z ktorym niekiedy mozna sie spotkaé
w dyskusjach. Otoz teoria mnogosci ZFC jest teorig pierwszego rzgdu. Jak to mozliwe — przeciez
mowi o zbiorach? Jednak w ramach teorii mnogosci ZFC mamy tylko jedno pojgcie pierwotne
(intuicyjnie: nalezenie), a kwantyfikatory wiaza zmienne odnoszace si¢ do elementow uniwersum.
Teoria mnogosci ZFC dotyczy struktur pewnego typu, okreslonych przez pewna relacje dwuargu-
mentowa o szczegoOlnych wlasnosciach. My obiekty tej dziedziny nazywamy zbiorami, a owa rela-
cj¢ nalezeniem (i oczywiscie wiazemy z nimi nasze intuicje dotyczace pojgcia zbioru i nalezenia,
kodujac je w postaci aksjomatow).

2 Oczywiscie wzgledem pewnego (standardowego) systemu dowodzenia.

* Ciekawym przykladem jest teoria mnogosci drugiego rzedu ZFC?. Okazuje sie, ze hipoteza
kontinuum (CH) jest semantycznie rozstrzygnieta przez ZFC? (co ma zwiazek ze struktura modeli
dla ZFC?), nie wiemy jednak, w jaki sposob. Jest to inny wypadek niz teoria mnogosci pierwszego
rzgdu, od ktorej CH jest niezalezna — co udowodnili Godel (1938) i Cohen (1966; przy czym wy-
nik Cohena zostat ogtoszony w 1963).



Abstrakcyjna teoria modeli — semantyczne ujecie logiki 71

nie $wiadczy w pewien sposob o utomnosci logiki pierwszego rzedu®. Niemniej tzw.
teza o logice pierwszego rzedu (first-order thesis), w mys$l ktorej to wlasnie logika
elementarna jest ,,prawdziwa logika”, ma wielu zwolennikow”.

Fakt, ze logika elementarna ma ograniczone mozliwosci wyrazeniowe, stanowi
naturalng motywacj¢ do badania systemow dajacych pod tym wzgledem wigksze
mozliwosci. W semantyke takich silniejszych systeméw niejako wbudowane bytyby
pewne pojgcia matematyczne nieuchwytne w logice elementarnej. Mowiac bardzo
swobodnie, podejécie to polega na tym, aby nie tyle probowaé modelowac dane po-
jecie matematyczne w teorii sformutowanej w obrebie logiki elementarnej, ile raczej
wbudowa¢ owo pojecie juz na poziomie samej logiki®. Nasuwa si¢ przy tym pytanie
o mechanizmy logiczne ,,zarzadzajace” pojgciami i wlasno$ciami matematycznymi.
Przyktadami waznych poje¢ matematycznych sa na przyktad: bycie obiektem skon-
czonym, nieskonczonym, nieprzeliczalnym, bycie zbiorem otwartym, bycie funkcja
ciagla, pojecie prawdopodobienstwa, pojgcie podzielnosci itp. Znaczna czg$¢ takich
poje¢ mozna wygodnie opisywac za pomoca logiki elementarnej (tj. klasycznej logiki
predykatow), ale istnieja wyjatki. Okazuje si¢ przy tym, ze w wielu wypadkach od-
powiednia modyfikacja logiki pozwala na bezposrednie ujecie pewnych interesujacych
nas poj¢¢ bez siggania do pelnej mocy logiki drugiego rzedu (czy ogolniej — logik
wyzszych rzedoéw). Stanowi to wazna pobudke do podjecia badan w tym zakresie.

2. PRZYKLADY LOGIK NIEKLASYCZNYCH

Zanim zajmiemy si¢ ogélnym pojeciem (abstrakcyjnej) logiki, warto przywotac
kilka konkretnych przyktadow systemow logicznych stanowiacych uogdlnienie logi-
ki elementarnej (najbardziej chyba znanym przyktadem jest logika drugiego rzedu,
o ktérej wspomniano wczesniej). Tworzono je czgsto z powoddéw czysto matema-
tycznych, ale nie tylko. Nalezy pamigtaé, ze tym, co taczy owe abstrakcyjne logiki,
jest klasa modeli: sg to zwykle, znane z logiki elementarnej struktury relacyjne.

* Przypomnijmy, ze zgodnie z tym twierdzeniem, jesli teoria (w jezyku przeliczalnym — ale
takie sa w zasadzie wszystkie jgzyki znane nam z praktyki matematycznej) ma model nieskonczony,
to ma modele dowolnej mocy nieskonczonej. W szczegdlnosci istnieja modele dowolnej mocy dla
arytmetyki czy tez, co wydaje si¢ nieco zaskakujace, przeliczalny model dla teorii mnogosci.

* Spor o to, czym sa pojecia logiczne, trwa od dawna (por. np. Tharp 1975, Barwise 1985,
Shapiro 1985, 1991, Resnik 1988, Sher 1991, Jane 1993, Gomez-Torrente 2002). Za szerszym, nie-
jako bardziej liberalnym rozumieniem logiki, opowiadaja si¢ np. Barwise, Shapiro i Sher. Restryk-
tywne podejscie reprezentuje Quine.

® Pewna niedoskonata (lecz powszechnie znana) ilustracja tej sytuacji jest np. logika modalna.
Pojgcia modalne (mozliwo$¢ 1 koniecznos$¢) sa obecne juz na poziomie samej aparatury logiczne;j:
operatory modalne nie sa predykatami, lecz operatorami wbudowanymi w logiczna strukturg jgzyka.
Podobnie jest w wypadku np. logik temporalnych, deontycznych czy epistemicznych. We wszyst-
kich tych wypadkach odpowiedni system logiczny ma inna niz logika elementarna sktadnig i se-
mantyke: modelowane pojgcie jest wbudowane w 6w system na podstawowym poziomie.
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W tym sensie systemy te maja wspolny fundament semantyczny. Jest to zatem inna
sytuacja niz w wypadku logik modalnych, temporalnych, epistemicznych, deontycz-
nych, logik programow itp., ktéorych modele r6znig si¢ od modeli dla logiki klasycz-
nej. W interesujacym nas wypadku klasa struktur, w ktérych interpretujemy wypo-
wiedzi w réznych jezykach, jest taka sama jak w wypadku logiki elementarne;.
Zmieniaja si¢ jedynie moce wyrazeniowe logik (czyli mozliwosci charakteryzowania
owych struktur)’.

2.1. Logiki z dodatkowymi kwantyfikatorami®

W jezyku naturalnym wystepuja zwroty kwantyfikujace, takie jak ,,jakis”, ,,zaden”,
,wszystkie”, ,,co drugi”, ,,niektore”, ,prawie wszystkie”, ,,zdecydowana wigkszo$¢”,
,,CO najwyzej potowa”, ,,skonczenie wiele”. Niektore z nich sa definiowalne za po-
moca zwyklych kwantyfikatorow’. Zdarzaja si¢ jednak wyjatki.

Przyktadem kwantyfikatora o motywacji matematycznej, ktory nie jest definio-
walny za pomoca klasycznych kwantyfikatorow, jest kwantyfikator ,,istnieje nie-
skonczenie wiele”. Logika ujmujaca ten dodatkowy kwantyfikator (oznaczany stan-
dardowo przez Q) stanowi rozszerzenie logiki klasycznej. Na poziomie sktadnio-
wym pojawia si¢ tu nowa reguta tworzenia formut:

Jesli @(x) jest formuta, to Quxe(x) tez jest formuta.

Zdanie Quxo(x) wyraza fakt, Ze istnieje nieskonczenie wiele obiektoéw o wlasnosci ¢
(kwantyfikator Q, wiaze zatem jedna zmienna, podobnie jak klasyczne kwantyfika-
tory). Warunek semantyczny opisujacy dziatanie owego kwantyfikatora brzmi za$
nastgpujaco:

MEQyro(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér elementéw modelu M spet-
niajacych warunek ¢(x) (czyli zbior {alIM: ME=@(a)}) jest nieskonczony.

7 Mozliwe jest jeszcze bardziej abstrakcyjne ujecie, w ktorym nie naktadamy w ogéle zadnych
wstgpnych warunkéw na klasg struktur, a jedynie mowimy o dwoch klasach: klasie zdan i klasie
struktur oraz pewnej taczacej jej relacji (spetniania). W takim ujgciu mozna sformutowaé pewne
metalogiczne wlasnosci (np. zwartosci) i wpisa¢ w tak ogoélny schemat takze wiele logik wykracza-
jacych poza te, ktore sa tutaj rozwazane (por. np. Matos, Vddndnen 2005). W takim ogo6lnym sche-
macie mieszcza si¢ np. logiki modalne, temporalne, deontyczne, logiki programowania oraz rézne
rachunki zdan. Jednak w celu uzyskania konkretnych wynikéw (np. wspomnianych nizej twierdzen
Lindstroma) konieczne jest przyjgcie pewnych zalozen ograniczajacych. W artykule przyjmujg ujg-
cie ,,umiarkowanie abstrakcyjne”: modele to klasyczne struktury relacyjne.

¥ Szczegolowe oméwienie tej problematyki mozna znalezé np. w pracach (Sher 1991), (Wester-
stahl 2011).

® Za pomoca zwyklych kwantyfikatoréw mozemy zdefiniowaé np. kwantyfikatory takie, jak
istnieje doktadnie n obiektow o wiasnosci P” oraz ,.istnieje co najmniej n obiektow o wlasnosci P”.
Wiele jednak wyrazen nie jest definiowalnych, np. ,.istnieje skoniczenie wiele obiektoéw o wlasnosci
P”, ,.istnieje parzysta liczba obiektow o wiasnosci P”.
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Kwantyfikator ten nie jest definiowalny w ramach logiki elementarnej, a wigc
logika L(Q,) stanowi wzmocnienie logiki klasycznej. Kwantyfikator Q jest tzw.
kwantyfikatorem mocy; jego naturalnym uogdlnieniem sa kwantyfikatory Q,, wyra-
zajace fakt, Ze istnieje przynajmniej 8, (alef o) obiektow o pewnej wiasnosci'”.

Warto wspomnie¢ o waznej grupie kwantyfikatorow, ktore nie tylko maja uza-
sadnienie matematyczne, lecz takze sa naturalnie zakorzenione w praktyce jezyko-
wej. Sa to kwantyfikatory rozgatezione (branching quantifiers). Najprostszym z nich
jest kwantyfikator Henkina. Zdanie z kwantyfikatorem Henkina ma postaé: ,,Dla
dowolnego x istnieje x' niezalezne od y i y’ oraz dla dowolnego y istnieje )' niezalez-
ne od x oraz x', takie ze o(x,y,x"y")”. Kwantyfikator Henkina wiaze zatem cztery
zmienne. Klasyczny przyktad zdania z jezyka naturalnego z tego typu kwantyfikato-
rem nieliniowym to zdanie Hintikki: ,,Pewien krewniak kazdego mieszkanca wsi
i pewien krewniak kazdego mieszkanca miasta nienawidza si¢ nawzajem”. Nie jest
mozliwe podanie wiernej parafrazy formalnej tego zdania w postaci liniowej''. Dla-
tego naturalne jest zapisanie go w postaci nieliniowej:

a8 b eCryx'y)

Zapis taki ma wskazywacé, ze zmienna x' zalezy tylko od zmiennej x, a zmienna y'
— tylko od zmiennej y. Stosuje si¢ tez prostszy (pod wzgledem edytorskim) zapis
Oux,y,x"y" o(x,y,x"y") (O symbolizuje kwantyfikator Henkina, wiazacy zmienne x, y,
x', y"). Przy podawaniu formalnej semantyki dla kwantyfikatora nieliniowego postu-
gujemy si¢ pojeciem funkcji. Sens tego zdania wyjasniony jest przez rOwnowazne
mu zdanie:

[F,GOx,y 0(x,y,F(x),G(»)),

gdzie F oraz G sa funkcjami prowadzacymi z uniwersum modelu w nie samo.
Kwantyfikator Henkina jest najprostszym przyktadem kwantyfikatora rozgaltgzione-
go; nie bede jednak rozwijat tu tego tematu'>"?.

' Warunek semantyczny brzmi w tym wypadku nastepujaco: M £ Qux¢(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy zbior elementow modelu M spehiajacych warunek @(x) ma moc przynajmniej R,. Inne przykta-
dy kwantyfikatorow tego typu to: kwantyfikator Reschera Qg, ktory mowi, ze wigkszo$¢ obiektow
w uniwersum ma wiasnos¢ P (tj. moc zbioru obiektow o wiasnosci P jest wigksza niz moc zbioru
obiektéw nieposiadajacych tej wiasnosci) i kwantyfikator Changa Qc, ktory méwi, ze moc zbioru
obiektéw o pewnej wlasnosci P jest taka jak moc catego uniwersum M (por. np. Ebbinghaus 1985).

! Zdanie to mozna probowaé zapisa¢ w postaci liniowej na kilka sposobow, np.:

(1) OxOye'Dy’ @(x,y,x"y") — nie jest to jednak dobry zapis, poniewaz zaréwno x', jak i y' za-
leza tu od x oraz od y.

(1) OxCx 'Oy’ @(x,p,x",y") — takze nie jest to dobra parafraza formalna: w tej wersji y’ zalezy
od x'oraz od x.

Podobnie jest w pozostatych wariantach zapisu liniowego.

'2 Ciekawym przykladem jest tez kwantyfikator Boolosa, ktory — w luznym sformufowaniu —
glosi: ,,istnieja takie x-y, ze...”. Nie jest on definiowalny elementarnie (por. np. Boolos 1984, 1985).
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2.2. Logiki z wyrazeniami nieskonczonymi

W jezykach z wyrazeniami nieskonczonymi dopuszczamy koniunkcje nieskon-
czonej liczby formut. Intuicyjnie formuty takie sa zrozumiate. Oczywiscie, w logice
elementarnej formuly sa zawsze skonczone, jednak rozumiemy, co chcemy wyrazié
za pomoca zdania o postaci przeliczalnej alternatywy:

Istnieje jeden obiekt o wlasnosci P Jub istnieja dwa obiekty o wlasno-
$ci P lub istnieja trzy obiekty o wiasnosci P...

Intencja tego zdania jest stwierdzenie, ze istnieje skonczenie wiele obiektoéw o pew-
nej wiasnosci. Nie da si¢ jednak zapisa¢ go w jezyku pierwszego rzgdu. Natomiast
logika L, to logika, w ktorej dopuszczalne sa przeliczalne alternatywy (i koniunk-
cje). Zdanie V{o,: nlJo} jest prawdziwe w modelu M, gdy prawdziwe jest w nim
przynajmniej jedno ze zdan ¢,. Podobnie nieskoficzona koniunkcja A{g,: nOw} jest
prawdziwa w modelu M, gdy prawdziwe sa w nim wszystkie zdania ¢,. Oczywiscie
logika taka ma wigksza moc wyrazeniowa niz logika klasyczna: mozna w niej wyra-
zi¢ chociazby wlasnie fakt, ze istnieje skonczenie wiele obiektow o pewnej wlasno-
$ci w modelu, co nie jest mozliwe w logice elementarnej'”.

Na koniec tej krotkiej prezentacji przyktadow podkreslmy jeszcze raz, ze omo-
wione logiki taczy to, ze maja wspdlny semantyczny fundament, tj. klasy modeli.
Fakt ten stanowi punkt wyjscia do dalszych uogélnien.

3. RACJE PRZEMAWIAJACE ZA UJECIEM ABSTRAKCYJNYM

W badaniach logicznych jednym z podstawowych zagadnien jest relacja migdzy
jezykiem a jego interpretacjami. Zdania danego jezyka sa interpretowane w mode-
lach — 1 w tych modelach moga by¢ prawdziwe lub falszywe. W logice elementarne;j
pojecie spetniania zdania w modelu jest zdefiniowane explicite przez indukcyjna de-
finicj¢ spetniania Tarskiego. Z ogolnego punktu widzenia wazne dla nas bedzie to, ze
mamy pewna klasg S — obiektow petniacych rolg zdan, klase modeli M oraz pewna
relacje zachodzaca migdzy obiektami z klasy S i obiektami z klasy M (zwana relacja
spetniania). Mowiac swobodnie, mamy do czynienia z pewnymi ,,no$nikami infor-
macji” (sa to odpowiedniki zdan, lecz mozemy calkowicie abstrahowa¢ od ich we-
wnetrznej struktury), ze ,,Swiatami” (sa to klasyczne struktury relacyjne) oraz wiedza
na temat tego, czy dana informacja trafnie odnosi si¢ do danego §wiata (czyli wiemy,
czy zachodzi relacja spetniania migdzy ,,no$nikiem” a a ,,Swiatem” M).

"% Istnieje obszerna literatura na temat kwantyfikatoréw Henkina, por. np. Barwise 1979, Sher
1991, Mostowski 1994, Krynicki, Mostowski 1995.

' W ogélnym wypadku rozwazane sa koniunkcje zbioréw formul dowolnej mocy, w charakte-
rze ilustracji wystarczy jednak przyktad logiki z przeliczalnymi koniunkcjami.
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Bedziemy postugiwaé si¢ oznaczeniem Mka dla wyrazenia faktu, ze zdanie a
jest prawdziwe (spetnione) w modelu M; aby za$ podkreslié, Ze relacja ta jest zrela-
tywizowana do okre$lonego systemu logicznego, begdziemy uzywaé oznaczenia
Mepa. Oczywiscie, na te obiekty naktadane sa pewne warunki strukturalne, tak aby
mozliwe bylo uchwycenie najogdlniejszych cech tego, co nazywamy systemem lo-
gicznym. W ramach tego ujgcia bedziemy mogli dokonywac bezposrednich porow-
nan roznych systemow logicznych, korzystajac z faktu, ze wszystkie one bazuja na
tej samej klasie struktur (modeli). Abstrakcyjnie pojmowana relacja spelniania musi
posiada¢ pewne ogolne cechy strukturalne, nie musi jednak podlega¢ szczegdélowym
ograniczeniom (np. sktadniowym) charakterystycznym dla logiki elementarnej. Sa-
mo tez pojgcie zdania okaze si¢ wtorne w stosunku do struktur.

Gdy rozwazamy teorie sformutowane w jezyku pierwszego rzgdu, zawsze okre-
slamy zbior symboli pozalogicznych, tj. predykatéow, symboli funkcyjnych i statych.
Moéwimy tu o stowniku (sygnaturze). W ogdlnym wypadku sygnatura ma postac: t =
({P: i01}, {g:j0J}, {cx kOK}), gdzie {P;:illl} to zbiér symboli predykatowych,
{g;: jOJ} — zbior symboli funkcyjnych, a {c;: kOK} — zbior statych'®. Danej sy-
gnaturze odpowiada klasa klasycznych struktur relacyjnych postaci:

M = Uy, {R;: i01}, {fjOJ}, {ax: kOKY)

Upm to uniwersum modelu M, a {R;: i/}, {f;: jOJ}, {ax: KOK} to relacje, funkcje
i wyrdéznione elementy, bgdace interpretacjami odpowiednio predykatow, symboli
funkcyjnych i statych. Klasg modeli danej sygnatury bgdziemy oznaczac przez Str[t].
Jesli dane zdanie a jest sformutowane z uzyciem symboli z sygnatury T, to mozemy
je interpretowa¢ w modelach z klasy Str[t]. Oczywiscie w ogdlnym wypadku takie
zdanie bgdzie prawdziwe w niektorych modelach, a fatlszywe w innych. Kazde zda-
nie o wyznacza wigc klasg modeli Mod(a)1Str[t], w ktorych jest prawdziwe (czyli
Mod(0) = {MOStr[t]: Ma}). Klasg¢ modeli definiowalna jednym zdaniem o (czyli
klas¢ K postaci K= Mod(a)) nazywamy klasa elementarna. W ogoélnym wypadku
bedziemy moéwic o szerokiej klasie logik i pojgcia te beda zawsze zrelatywizowane
do okreslonej logiki. W szczegblnosci bedziemy mowi¢ o klasach L-elementarnych
(gdzie L jest interesujaca nas logika), czyli o klasach modeli definiowanych jednym
zdaniem logiki L'°,

Kazde zdanie o logiki L wyznacza pewna klas¢ modeli Mod(a). Niech wigc dana
bedzie klasa modeli KUS#[t]. Naturalne jest pytanie, czy K jest klasa elementarng
(1j. klasa postaci K = Mod(a) dla pewnego zdania o logiki elementarnej) lub ogélnie;j
— klasa L-elementarna (tj. klasa postaci K = Mod(a) dla pewnego zdania o pewne;j
logiki L). W takim ujgciu konkretna budowa sktadniowa owego zdania o staje si¢

'3 Na przykiad jezyk teorii mnogoéci ZFC zawiera tylko jeden symbol — dwuargumentowy
predykat L. Jezyk teorii grup zawiera jeden dwuargumentowy symbol funkcyjny (dla dziatania gru-
powego) i jedna stata (dla elementu neutralnego).

'8 A zatem w tym wypadku Mod(a) = {MOS#[t]: M=La}.
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ponickad nieistotna i mozemy od niej abstrahowac, wazny staje si¢ bowiem jedynie
fakt, ze zdanie to wyrdznia klas¢ modeli K. Bedzie tu zachodzito niejako odwrdcenie
perspektywy: nie tyle bedziemy identyfikowa¢ modele przypisane zdaniom, ile ra-
czej zdania uznamy za korelaty modeli. W takim ujgciu to klasy modeli wyznaczaja
zdania, a natozenie pewnej struktury na klasy modeli wyznacza abstrakcyjnie rozu-
miany ,,jezyk”, czyli logike. Zdania uznamy tu za wtérne w stosunku do klas modeli,
za syntaktyczne korelaty klas modeli, znajdujacych si¢ w centrum naszej uwagi.

Oczywiscie, na t¢ abstrakcyjna konstrukcje musimy natozyé pewne ograniczenia,
aby tak scharakteryzowane pojecie logiki miatlo cechy, ktore intuicyjnie chcieliby-
$my logice przypisa¢. Np. oczywistym warunkiem jest to, ze klasa modeli K, ktora
chcemy uzna¢ za L-elementarna, musi by¢ domknigta na izomorfizm. Naturalny jest
tez warunek, aby niezaleznie od tego, jak ogdlnie rozumieliby$my pojgcie logiki, re-
prezentowane byly w pewien sposob klasyczne spojniki logiczne'”. Te warunki sa
»przettumaczone” na jgzyk relacji migdzy klasami modeli, abySmy mogli abstraho-
wac od jezykowych czy skladniowych aspektow, zachowujac jednoczes$nie podsta-
wowe wilasnosci, ktorych oczekujemy od logiki. To w naturalny sposéb prowadzi do
pomysthu, aby poréwnywac logiki za posrednictwem ich klas L-elementarnych. Dzig-
ki temu bedziemy réwniez mogli w naturalny sposéb porownywac site wyrazeniowa
logik (ktore, jak si¢ zdaje, na poziomie sktadniowym w ogole porownywane by¢ nie
moga) — cho¢ mamy $wiadomos¢, ze wyrazajg t¢ sama tres¢. Przykladem jest teza,
ze istnieje nieskonczenie wiele obiektow pewnego typu. Moze ona zostaé wyrazona
w logice L(Qo) za pomoca zdania QuxP(x), a w logice z nieskonczonymi wyrazenia-
mi za pomoca koniunkcji nieskonczenie wielu zdan postaci ,,Istnieje przynajmniej
n obiektow o wilasnosci P” (dla wszystkich n naturalnych).

4. PODSTAWOWE POJECIA ABSTRAKCYJNEJ TEORII MODELI"
4.1. Podstawowe pojecia

Sygnatura (stownik) v = ({P;: i1}, {g;: jOJ}, {cx: kOK}) sktada si¢ z predyka-
tow, symboli funkcyjnych i statych (jest to zatem klasyczna definicja stownika).
Kazdej sygnaturze odpowiada klasa struktur relacyjnych Str[t] postaci M = <Uy,,
{R;: 01}, {f;: jOJ}, {ax: KOK}> (gdzie relacje, funkcje i wyrdznione elementy w mo-
delach sg interpretacjami odpowiednio predykatow, symboli funkcyjnych i statych).
Moéwimy zatem o klasycznych strukturach relacyjnych, takich samych jak w wypad-
ku logiki elementarne;.

Logika L jest zadana za pomoca dwoch warunkow:

7 W bardziej abstrakcyjnym ujeciu mozna rozwazaé takze przypadek logik, w ktorym spéjniki
nie sa reprezentowane tak jak w logice klasycznej. Tej sytuacji tu nie rozwazamy.

'® Korzystam tutaj z ujecia z pracy (Ebbinghaus 1985). Monografia (Barwise, Feferman 1985)
zawiera szereg artykutéw z technicznymi wynikami.
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1. Kazdej sygnaturze t przypisana zostanie pewna klasa L[t], ktora bedziemy ro-
zumie¢ jako klas¢ L-zdan sygnatury 1. Nalezy pamigtaé, ze mowa tutaj o abstrakcyj-
nym pojeciu zdania, a wigc a priori nie bgdzie z nim zwiazana zadna konkretna for-
ma sktadniowa. Zdania moga by¢ zatem rozumiane catkowicie abstrakcyjnie, przy
czym naturalne jest utozsamienie ich z klasami modeli.

2. Zdefiniowana zostanie pewna relacja £ zachodzaca migdzy strukturami i L-zda-
niami (relacja L-spetniania). Mozna na t¢ relacj¢ L-spetniania patrzeé jak na uogol-
nienie relacji spetniania dla logiki elementarnej (lub innych wspomnianych wyzej
logik zadanych w jawny sposob).

Z kazda sygnatura T zwiazane sa zatem:

i. klasa struktur Str[t] (sa to klasyczne modele);

ii. abstrakcyjnie okre$lona klasa zdan L[t] (gdzie zdanie a w sposob naturalny
utozsamia si¢ z pewna klasa struktur Mod(a))0Str(t]);

iii. relacja = zachodzaca migdzy modelami a zdaniami.

Na owa relacje £ naktadamy nastgpujace warunki (1)-(5):

(1) Jesli t0o, to L[] OL[o].
(2) Jesli zachodzi relacja M= @, to @JL[t] (gdzie T jest sygnatura struktury M).
(3) Wlasnos$¢ izomorfizmu: jesli M @, oraz M*=M, to M*=, ¢.
(4) Wiasno$¢ reduktu: jesli oOL[t] oraz tlty (gdzie Ty jest sygnatura modelu
M), to zachodzi:
(*) ML wtedy 1 tylko wtedy, gdy MJt= ¢ (gdzie M|t jest reduktem modelu
M do sygnatury 1)’
(5) Wilasno$¢ zmiany nazw (renaming): Niech p: 1— o bedzie funkcja zmiany
nazw>’. W takiej sytuacji dla dowolnego ¢[L[1] istnieje zdanie ¢°[0L[c], takie ze dla

wszystkich t-struktur M: M, @ wtedy i tylko wtedy, gdy M= ¢

Za wymienionymi warunkami stoja okre§lone intuicje. Warto rozwazy¢ kazda
z tych wlasnosci w odniesieniu do logiki elementarnej (gdzie jawia si¢ nam jako ab-
solutnie oczywiste). Begdzie wtedy tatwo dostrzec, ze warunki te stanowia uogolnie-
nia pewnych fundamentalnych cech logiki elementarne;j:

(1) Przejscie do bogatszego stownika powoduje zwigkszenie (a Scislej — nie-
zmniejszenie) klasy zdan.

(2) Aby zdanie ¢ mogto by¢ prawdziwe w danej strukturze M, musi naleze¢ do
odpowiedniego (dla tej struktury) jezyka.

' Redukt modelu M do stownika t powstaje przez eliminacje z modelu wszystkich relacji,
funkcji i stalych wykraczajacych poza t.

%0 Zmiana nazw jest bijekcja z sygnatury 1 na o.

2! Gdzie M jest struktura, w ktorej dokonano stosownej zmiany interpretacji symboli — zgod-
nej z funkcja zmiany stownika.
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(3) W izomorficznych modelach spelnione sg doktadnie te same zdania (modele
izomorficzne sa nicodroznialne — tzn. nie mozna ich rozrézni¢ za pomoca zadnego
zdania danej logiki).

(4) Aby bada¢ problem prawdziwosci danego zdania @ w modelu M, wystarczy
bra¢ pod uwagg te terminy pozalogiczne, ktore wystepuja w tym zdaniu.

(5) Zmiana nazw (wraz z towarzyszaca im stosowna zmiang interpretacji w mo-
delach) nie zmienia znaczen zdan. Intuicyjnie mozemy wyobraza¢ sobie zmiang
nazw jako sytuacje, w ktdrej zaczynamy uzywaé innego stownika, z innymi symbo-
lami, ale o podobnej strukturze (na przyktad nowy stownik powstaje ze starego w ten
sposob, ze do kazdego symbolu dostawiamy gwiazdke albo wszedzie zamieniamy
miejscami literki ,,P” oraz ,,Q”"). Wlasno$¢ zmiany nazw wyraza fakt, Zze (swobodnie
mowiac) konsekwentna zmiana nazw nic nie zmienia w tresci.

Na abstrakcyjnie rozumiane logiki bedziemy naktada¢ dalsze warunki, ktére maja
nam zagwarantowac¢ mig¢dzy innymi to, Zze bedzie je mozna traktowaé jako uogoélnie-
nie logiki elementarnej. Beda w nich zatem interpretowane terminy logiczne logiki
elementarnej, a rozwazane logiki beda miaty nie mniejsza moc wyrazeniowa niz lo-
gika elementarna®. Przyjmiemy symbol Mod, (¢) na oznaczenie klasy tych struktur,
w ktorych spetnione jest zdanie ¢ logiki L (tzn. Mod|(¢) = {MUOStr[t]: M 0}), lo-
gike elementarng bedziemy za$ oznaczac przez L.

(1) Wiasnos¢ formut atomowych: dla dowolnej sygnatury t i atomowej formuty
o logiki elementarne;j istnieje zdanie yL[1] takie, ze Mod (V) = Mody ,.(0).

(2) Wtasno$¢ negacji: dla dowolnej sygnatury t i wszystkich ¢[JL[t] istnieje
zdanie y[L[t] takie, ze Mody (y) = Str[t]\ Mod (o).

(3) Wtasno$¢ koniunkcji: dla dowolnej sygnatury t i wszystkich ¢, wOL[t] —
istnieje zdanie y[L[1] takie, ze Mod\ (y) = Mod(¢)n Mody (V).

(4) Wiasno$¢ kwantyfikatora: jesli ¢ jest stata, clIt, to dla dowolnego @UL[1] ist-
nieje zdanie yOL[1\{c}] takie, ze dla wszystkich 1\{c}-struktur M zachodzi:

(*) My wtedy 1 tylko wtedy, gdy (M,a)=¢ dla pewnego a[IM.

Skomentujmy krotko wymienione warunki:

(1) Wiasnos¢ formut atomowych mowi po prostu, ze w logice L ,,imitowane” sg
zdania atomowe logiki elementarnej — oczywiscie ta ,,imitacja” odbywa si¢ za po-
moca klas modeli. Nalezy pamigtaé, ze cho¢ moéwimy tutaj o zdaniach, to sg one ro-
zumiane abstrakcyjnie, w oderwaniu od sktadni®.

2 Wymienione dalej warunki to warunki zawarte w definicji 1.2.1 w pracy (Ebbinghaus 1985).

» A zatem — swobodnie méwiac — dostep do znaczenia danego zdania nastepuje przez klasy
modeli. Dwa zdania (z dowolnych logik) definiujace t¢ sama klas¢ modeli (czy raczej zdefiniowane
przez t¢ sama klas¢ modeli — wszak myslimy tutaj o ujgciu abstrakcyjnym) maja to samo znaczenie.
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(2) Wlasnos$é negacji mowi, ze w kazdej logice modelowana jest negacja. To mo-
delowanie wykorzystuje dopetnienia klas modeli: skoro Mod\ (y) = Str[t]\ Mod, (o),
to zdanie ¢ odgrywa rolg negacji zdania @.

(3) Wtasnos¢ koniunkcji mowi o modelowaniu koniunkcji (przez przecigcia klas
modeli): skoro Mod (y) = Mod(¢)n Mod, (), to klasa (zdanie) y modeluje koniunk-
cje zdan (klas) ¢ oraz .

(4) Wlasnos¢ kwantyfikatora méwi o modelowaniu zdan egzystencjalnych. Jej
geneza staje si¢ jasna, gdy rozwazymy definicj¢ spetniania zdania egzystencjalnego
postaci [ko(x) w logice elementarnej: w danym modelu M spetnione jest zdanie
Oeo(x), jesli istnieje taki obiekt alIM, ze (M,a)=p(c) — gdzie ¢ jest nowq stala.
Kwantyfikacje mozna wigc ,,modelowac”, dodajac nowa stata do jezyka: nowa stala ¢
odgrywa rolg zmiennej wolnej, a wyrdzniony element a[IM (stanowiacy interpreta-
cje nowej statej ¢) jest $wiadkiem dla zdania egzystencjalnego Ckq(x)**. Mozna po-
wiedzieé, ze z punktu widzenia teorii sformutowanej w stowniku 1 (czyli bez stalej ¢),
tre$¢ zdania [k(x) mozna wyrazi¢ za pomoca zdania @(c) — dodawszy nowa stala
do jezyka. Wynika to z faktu, ze M[ko(x) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element
alOM taki, ze (M,a)=p(c). Ostatecznie mozna wigc powiedziec¢, ze w przedstawionej
definicji w warunku (4) zdanie y odgrywa rolg zdania [ko(x). Nalezy pamigtac, ze
warunek ten jest zadany w oderwaniu od sktadni, przez klasy modeli (a zatem napis
,»LXQ(x)” jest tutaj uzywany w sposob nieformalny).

Abstrakcyjnie zdefiniowane logiki mozemy traktowa¢ jako uogodlnienie logiki
elementarnej. Klasa ta obejmuje w szczegdlnosci logiki z dodatkowymi kwantyfika-
torami, logiki z wyrazeniami nieskonczonymi — i wiele innych. Mozna w odniesie-
niu do tych logik bada¢ odpowiedniki metalogicznych wiasno$ci znanych z badan
nad logika elementarna. Przyktady takich klasycznych wiasnosci metalogicznych to:
zwarto$¢, wlasno§¢ Lowenheima, wlasno$¢ interpolacji czy wilasnos¢ Betha. Przy-
pomng tutaj dwie sposrdd nich: zwarto$¢ 1 wlasno$é Lowenheima — poniewaz od-
grywaja one istotng rolg¢ w twierdzeniu Lindstroma, ktore okresla miejsce logiki ele-
mentarnej w spektrum semantycznie zdefiniowanych logik.

Def. 1. x-zwartos¢. Logika L ma wlasno$¢ k-zwartosci (gdzie « jest
liczba kardynalna nieskonczona) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nej sygnatury t i dowolnego zbioru zdan Z[JL[t] o mocy < k, jesli kaz-
dy skonczony podzbioér zbioru £ ma model, to rowniez ¥ ma model.

** Rozwazmy przyklad: jesli mamy do czynienia z grupa bezimiennych os6b, to w owej grupie
prawdziwe jest zdanie ,,Kto$ jest logikiem” doktadnie wtedy, gdy mozemy do naszego j¢zyka dota-
czy¢ nowa nazwg (np. ,,Godel”) i znalez¢ taka osobg w owej grupie, ze po nadaniu jej nazwy
,,Godel” zdanie ,,Gddel jest logikiem” bedzie prawdziwe. Mowiac swobodnie, zdanie egzystencjal-
ne jest spetnione, jesli da si¢ znalez¢ dla niego swiadka. Jest to rOwnoznaczne ze stwierdzeniem, ze
mozna do jezyka dotaczyé nowa nazwe i owemu $wiadkowi nadaé t¢ wlasnie nazwe.
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Def. 2. Zwartos¢. Logika L jest zwarta, jesli jest k-zwarta dla dowol-
nej nieskonczonej liczby kardynalnej k.

Definicja ta stanowi uogélnienie pojecia zwartosci dla logiki elementarnej®.
Oczywiscie, sformutowanie ,,zbiér zdan A ma model” nalezy rozumie¢ w taki spo-
sob, ze zbior zdan A ma niepuste przecigeie (w abstrakcyjnym ujeciu zdanie utozsa-
miamy z klasa modeli).

Def. 3. Wlasno$¢ Lowenheima. Logika L ma dolna wtasnos¢ Lowe-
nheima, jesli kazde zdanie logiki L, ktore ma model, ma takze model
mocy co najwyzej przeliczalne;.

Wtasno$¢ Lowenheima stanowi uogdlnienie klasycznej wiasnosci (przystugujacej
logice klasycznej), opisywanej przez dolne twierdzenie Skolema-Léwenheima®.

4.2. Poréwnywanie sily wyrazeniowej logik. Twierdzenie Lindstroma®’

Klasa L-elementarna to klasa struktur K[1S#[t] postaci K = Mod(a), czyli klasa
modeli definiowalna za pomoca jednego zdania logiki L. W zaleznosci od sity logiki
L klasy L-elementarne beda sig rozni¢: pewna klasa modeli KOS#[t] moze by¢ klasa
L;-elementarna, a nie by¢ klasa L,-elementarna (gdzie L;, L, sa logikami). Stwier-
dzenie, ze logika L, ma wigksza moc wyrazeniowa niz logika L;, ma do$¢ oczywisty
sens intuicyjny: oznacza, ze w logice L, mozemy zdefiniowa¢ wszystkie te pojecia,
ktore sa w logice L;, oraz pewne nowe. Z punktu widzenia badania sily wyrazenio-
wej logik istotne bedzie wige to, jak w danej logice definiowalne beda klasy modeli.
W abstrakcyjnym ujeciu logika jest po prostu zadana przez klasy modeli. Dzigki temu
mozliwe bgdzie naturalne porownywanie sity wyrazeniowej: powiemy, ze logika L,
jest silniejsza od logiki L, jesli definiuje (rozréznia) wigcej klas elementarnych. Mo-
wiac swobodnie, im silniejsza jest dana logika L, tym bardziej subtelnie potrafi r6z-
nicowaé klasy modeli, czyli definiowaé pewne klasy modeli jako L-elementarne®.
Intuicja ta ujgta jest w postaci nastgpujacych definicji:

(a) Logika L, jest niestabsza (nie mniej silna) od logiki L, (L;<L,), jesli kazda
L,-elementarna klasa K jest rowniez klasa L,-elementarna®.

% Przypomnijmy, ze twierdzenie o zwartosci dla logiki elementarnej glosi: jesli kazdy skoriczo-
ny podzbidr teorii T ma model, to teoria T ma model.

%6 Przypomnijmy, ze twierdzenie to (dla logiki elementarnej) méwi: jesli moc jezyka teorii T wyno-
si K, to je$li teoria T ma model mocy A>k, to ma model mocy k. W najczesciej spotykanej wersji glosi
ono: jesli teoria w jezyku przeliczalnym ma model nieskonczony, to ma model przeliczalny.

2 Szezegdlowa prezentacje techniczng mozna znalezé w pracach (Ebbinghaus 1985), (Flum 1985).

% Np. klasa struktur skonczonych jest L(Qo)-elementarna, ale nie jest klasa Ly,-elementarna.
W logice L(Qo) mozemy jako klas¢ L(Q)-elementarna wyr6zni¢ klasg struktur, w ktorej jest skon-
czenie wiele obiektow o pewnej ustalonej whasnosci. Nie jest to mozliwe w logice elementarne;.

» Kazda klasa definiowalna w ramach logiki L; jest tez definiowalna w ramach logiki L,.
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(b) Logiki L oraz L, sa réwnie silne (rownowazne, L,=L,), jesli Zzadna z nich nie
jest stabsza od drugiej (tzn. zachodza oba warunki (i) L <L, oraz (i) L,<L;)™.

(c) Logika L, jest silniejsza od L; (L;<L,) gdy L,<L,, lecz nie sa rownie silne (tj.
nie zachodzi LIEL2)3 L

Nasuwa si¢ pytanie o zaleznosci migdzy abstrakcyjnie rozumianymi logikami
w sensie ich mocy wyrazeniowej oraz o jakie$ charakterystyczne ,,punkty orientacyj-
ne” w tym porzadku. Ot6z, odwotujac si¢ do metalogicznych whasnosci logik, mozna
precyzyjnie opisa¢ miejsce logiki elementarnej w owym spektrum. Ta charakterysty-
ka jest trescig twierdzen Lindstroma. Pierwsze z nich brzmi tak:

(*) Niech L bedzie logika taka, ze L,,<L. Jesli L jest zwarta i ma wta-
sno$¢ Lowenheima dla przeliczalnych zbiorow zdan, to L=L,.

Logika elementarna to zatem najsilniejsza logika, ktéra ma jednocze$nie wia-
sno$¢ zwartosci i wlasno$¢ Lowenheima. Jest to cickawa charakterystyka systemu
logicznego za pomoca jego wlasnosci metalogicznych. Moze by¢ ona interpretowana
jako stwierdzenie, ze logika elementarna stanowi swoiste optimum, jesli bra¢ pod
uwage maksymalizacje mocy wyrazeniowej przy zachowaniu pewnych wiasnos$ci
metalogicznych (lub jako stwierdzenie, ze owe wlasno$ci metalogiczne stanowig
nieprzezwyciezalne ograniczenia owej mocy wyrazeniowej)>>.

5. UWAGI KONCOWE

Abstrakcyjne ujecie logiki jest cieckawe samo w sobie z czysto technicznych po-
wodow. Jest tez bardzo interesujace z filozoficznego punktu widzenia: zachgca do
dyskusji dotyczacej roli logiki i pewnych waznych jej aspektow — np. tego, czy
podstawowe sa aspekty syntaktyczne (np. opis procedur dowodowych), czy tez se-
mantyczne (opis relacji konsekwencji w kategoriach teoriomodelowych). Rzucaja tez
swiatto na dyskusje¢ dotyczaca natury pojeé logicznych, ,,granicy logiczno$ci”, tezy
o logice pierwszego rzedu czy problemu identyfikowania zobowiazan ontologicz-
nych (Wdjtowicz 2013).
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