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Uwagi o platonizmie matematycznym

1. BLASKI I CIENIE PLATONIZMU MATEMATYCZNEGO

Platonizm matematyczny mozna najkrocej okresli¢ jako stanowisko przyjmujace
obiektywne, tzn. niezalezne od cztowieka, jego umystu oraz rzeczywisto$ci material-
nej, istnienie §wiata przedmiotow matematycznych. Jest to bardzo ogoélne okreslenie,
wymagajace uscislen, istnieja bowiem rdézne formy platonizmu, w szczegdlnosci:
platonizm obiektowy, bezobiektowy, strukturalizm, full-blooded Platonism,' plato-
nizm co do istnienia obiektow, co do prawdy. W artykule nie bed¢ omawia¢ rdznic
migdzy tymi stanowiskami, skoncentruj¢ si¢ tylko na tych aspektach platonizmu,
ktore dotycza dowolnego stanowiska przyjmujacego obiektywne istnienie przed-
miotu matematyki.

Platonizm jest najpopularniejszym pogladem wsréd matematykow: szacuje sig,
ze ok. ¥4 z nich jest platonikami. Popularno$¢ platonizmu wérdéd matematykow wiaze
sig, jak si¢ wydaje, z dos¢ powszechnym odczuciem odkrywania prawd matematycz-
nych, a nie konstruowania czy tworzenia jakiego§ wlasnego §wiata. Platonizm tez
lepiej niz inne koncepcje wyjasnia ,,zmaganie si¢”’ matematykow z rzeczywisto$cia
matematyczng. Stawiajac pytania odnosnie do $wiata przedmiotéw matematycznych,
oczekujemy jednoznacznej na nie odpowiedzi, jednocze$nie majac poczucie, ze nie
zalezy ona w zaden sposob od naszej woli. Na przyktad Georg Cantor, formutujac
hipotez¢ continuum, byt przekonany, ze jest ona albo prawdziwa, albo falszywa,
i usitowat, jak wiadomo bezskutecznie, znalez¢ dowdd prawdziwosci swej hipotezy.
Odpowiedz jest inna, niz przypuszczal Cantor i ukazuje znacznie bardziej wyrafino-
wany $wiat zbiorow, niz sadzit sam twodrca teorii mnogosci. Moze to $wiadczy¢ na

"M, Balaguer, Platonism and Anti-Platonism in Mathematics, Oxford-New York 1998, Oxford
University Press.
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korzys$¢ platonizmu i nie przekresla istnienia niezaleznego od nas, wydaje sig, ze
uprzedniego w stosunku do naszego zaistnienia na ziemi, rozwiazania problemu
continuum.

Platonizm tlumaczy tez kumulacyjny charakter wiedzy matematycznej, przekra-
czanie przez nig barier czasu, kultury itp. W szczeg6lno$ci, niektore z pojeé mate-
matycznych zdefiniowano juz w starozytnosci. Jako przyklad takiego pojecia
Edward Nelson podaje pojgcie liczby doskonalej. Zostato ono zdefiniowane przez
Pitagorejczykow ok. 2,5 tys. lat temu. Euklides nastepnie w Elementach wykazat, ze
jezeli 2"-1 jest liczba pierwsza, to (2"-1)2™" jest liczba doskonata. 2 tys. lat pozniej
Leonhard Euler udowodnit, ze kazda parzysta liczba doskonala jest tej postaci. Do
dzi§ natomiast nie wiadomo, czy istnieja nieparzyste liczby doskonale i czy liczb do-
skonatych jest nieskoficzenie wiele.” Zatem mamy do czynienia z pojeciem i zwiaza-
nymi z nim problemami, ktére miaty takie samo znaczenie w dalekiej przesztosci, jak
i obecnie. Dzi$ ciagle na lekcjach geometrii dzieci ucza sig¢ znanych juz w starozyt-
nos$ci twierdzen Talesa i Pitagorasa; problemy kwadratury kota czy trysekcji kata zo-
staly postawione przez matematykow greckich, a rozwiazane dopiero w wieku XIX.

Wisréd matematykow jest dos¢ powszechne poczucie, ze raczej odkrywaja, a nie
tworza jaka$ rzeczywisto$¢, ze ta rzeczywisto$¢ juz jest przez nich zastana. W tym
kontekScie za Rogerem Penrosem, broniacym platonizmu, mozna zadaé pytanie
o istnienie zbioru Mandelbrota, zanim wykreowat go na komputerze Benoit Mandel-
brot.* Czy zatem Mandelbrot odkryt, czy tez powotat ten zbidr do istnienia? Wydaje
sig, ze jednak odkryt, gdyz szukajac uogoélnienia tzw. zbioréw Julii, nie spodziewat
si¢ uzyskania tak dziwnej struktury jak nazwany jego nazwiskiem zbior." Mozna za-
da¢ podobne jeszcze bardziej podstawowe pytanie: czy 2+2 rownalto si¢ 4, zanim na
Ziemi pojawit si¢ czlowiek, a nawet przed Wielkim Wybuchem, o ile w ogoéle jest
sens mowic o jakims ,,przed” Wielkim Wybuchem.

Mimo zadowalajacego wyjasniania niektérych z cech charakterystycznych ma-
tematyki, platonizm jest krytykowany z réznych pozycji. Jest to zwiazane z tym, ze,
thumaczac pewne fakty, jednoczesnie sam nie unika powaznych trudnosci. Literatura
na ten temat jest bardzo bogata i nie jest mozliwe wymienienie wszystkich zarzutow.
Mozna je podzieli¢ na wychodzace niejako z wnetrza samej matematyki i zwiazane
z uzyskanymi w niej wynikami, na przyktad wykorzystujace interpretacje twierdzen
limitacyjnych, i na ,,zewnetrzne”, wynikajace z koncepcji filozoficznych. Te pierw-

2 E. Nelson, Mathematics and Faith, http://www.math.princeton.edu/~nelson/papers/faith.pdf
[pozyskano: 9.10.2011].

* R. Penrose, Nowy umyst cesarza. O komputerach, umysle i prawach fizyki, przel. P. Amster-
damski, Warszawa 1995, WN PWN, s. 116-119. ,.Jego cudownie skomplikowana struktura nie zo-
stata przez nikogo wymyslona ani tez nie zostala zaprojektowana przez zespdt matematykow. Sam
Benoit Mandelbrot, [...] ktory pierwszy zaczal bada¢ ten zbior, nawet nie przypuszczal, ze jest on
tak skomplikowany, cho¢ wiedzial, iZ jest na tropie czego$ bardzo interesujacego” (s. 116).

* O odkryciu zbioru Mandelbrota zob. np. J. Gleick, Chaos. Narodziny nowej nauki, przel.
P. Jaskowski, Poznan 1996, Zysk i S-ka, s. 228-235.
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sze poming, a skoncentruj¢ si¢ na tych trudno$ciach platonizmu, ktére wydaja si¢
z punktu widzenia filozofa szczegdlnie wazne. Maja one charakter ontologiczny
(metafizyczny) lub epistemologiczny. Trudnos$ci ontologiczne dotycza sposobu ist-
nienia $wiata obiektow matematycznych, a epistemologiczne sposobu jego pozna-
wania.

Najwazniejsza trudnos$¢ natury ontologicznej stwarza sam status rzeczywistosci
matematycznej. Przyjmuje si¢ bowiem istnienie rzeczywisto$ci odmiennej i, co wig-
cej, niezaleznej od znanego nam $wiata fizycznego, zatem obok czy ponad $wiatem
rzeczy fizycznych powinien istnie¢ niezalezny od niego $wiat niematerialnych, ide-
alnych przedmiotow matematycznych. Jest to rzeczywisto$¢ nieumiejscowiona prze-
strzennie, aczasowa, niezmienna, a wigc do pewnego stopnia majaca cechy bytu ab-
solutnego. W konsekwencji przyjecie platonizmu matematycznego wymusza odrzu-
cenie stanowisk monistycznych, w szczegolnosci naturalizmu ontologicznego czy
réznego typu stanowisk materialistycznych. Jest to spowodowane tym, ze istnienie
idealnego $wiata przedmiotéw matematycznych otwiera mozliwosci istnienia innych
typow obiektow niematerialnych, na przyktad duchowych. Jest to nie do przyjgcia
dla filozofow o orientacji materialistycznej, stad m.in. odrzucenie platonizmu i po-
dejmowanie réznych prob wiazania istnienia obiektow matematycznych z jakimi$
aspektami rzeczywistosci materialne;j.

Natomiast filozof przyjmujacy istnienie Boga musi zmierzy¢ si¢ z konieczno$cia
okreslenia relacji migdzy Bogiem a $§wiatem obiektoéw matematycznych. Powstaja
nastgpujace problemy: czy idealne przedmioty matematyczne sa niezalezne od Boga,
czy sa przez Niego stworzone, czy istnieja w Nim, czy poza Nim? Czy to Bog zade-
kretowat, ze 2+2 jest rowne cztery, czy tez niejako sam musi podlega¢ koniecznym
zwigzkom logicznym i matematycznym? Czy istnieje tylko jeden byt absolutny —
Bog, czy tez bytdw ,,absolutnych”, w postaci obiektow matematycznych, istnieje
wigcej?

Z kolei zastosowanie ,,brzytwy Ockhama” do istnienia poje¢ matematycznych
zmusza do zadania nast¢pujacego pytania: czy warto wprowadza¢ nowy rodzaj by-
tow, odmienny od materialnych, czy rzeczywiscie rozwiazuje to jakie$ istotne pro-
blemy? Obickty matematyczne stanowia istotnie nowa kategori¢ bytow niz swojskie
dla nas makroskopowe przedmioty materialne. Nie sa one bytowo zalezne ani od
materii, ani od umyshu, nie wida¢, jak mialyby oddzialywac¢ na $wiat materialny
i mentalny, zatem ich istnienie wydaje si¢ wprowadzaé nadmiarowos$¢, ktora byé
moze nie jest do niczego potrzebna, a wlasciwosci matematyki mozna wyjasnic¢ bez
odwolywania si¢ do ich istnienia.

Trudnosci natury epistemologicznej dotycza przede wszystkim probleméw z do-
stgpem poznawczym do idealnego §wiata matematyki. Nie wida¢ bowiem, w jaki
sposob mozemy poznawac §wiat obiektow matematycznych, ktére sa niezalezne od
obiektow materialnych i psychicznych oraz w zaden sposob nie oddzialuja na nasze
zmysly i nie wywotuja jakichkolwiek zmian w $wiecie nas otaczajacym. Rozwigza-
nie w tym zakresie Platona, czyli anamneza, nie jest obecnie traktowane powaznie.
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Te i inne trudnosci prowokowatly i nadal prowokuja do odrzucenia platonizmu
i przyjgcia innego rozwigzania problemu istnienia przedmiotu matematyki.

2. PROBLEMY INNYCH NIZ PLATONIZM STANOWISK
ODNOSNIE DO PRZEDMIOTU MATEMATYKI

Stanowisk na temat przedmiotu matematyki jest catla panorama: od skrajnego
formalizmu czy nominalizmu az po skrajny platonizm. Warto zauwazy¢, ze kazde ze
stanowisk musi zmierzy¢ si¢ z okre$leniem relacji migdzy z jednej strony matematy-
ka, a z drugiej §wiatem materialnym, umystem matematyka i jgzykiem. Matematyka
bowiem jest wykorzystywana w badaniu przyrody — obecnie trudno wyobrazi¢ so-
bie fizyke bez matematyki. Rowniez ksztaltowanie pierwszych podstawowych pojeé
matematycznych, jak liczby naturalne czy figury geometryczne dokonywato sig
przez kontakt poznawczy ze $wiatem fizycznym. Totez musi istnie¢ pewien rodzaj
relacji migdzy Swiatem materialnym a przedmiotem matematyki.

Matematyk z kolei formutuje definicje, twierdzenia, dowodzi tych twierdzen.
Wyraza to w szczegélnym tworzonym na potrzeby matematyki jezyku symbolicz-
nym, zapisuje za pomoca notacji, umieszcza swe wyniki w artykutach, ksiazkach itp.
Totez musi réwniez istnie¢ jakie$ odniesienie migdzy umystem matematyka a mate-
matyka z jednej strony i migdzy matematyka a jgzykiem z drugie;j.

Bardzo pobiezny przeglad réznych rozwigzan problemu istnienia obiektow ma-
tematycznych zdaje si¢ pokazywaé, ze ich autorzy koncentruja si¢ z reguly na jed-
nym z wymienionych elementow: j¢zyku, umysle badz $swiecie materialnym. Znacz-
nie rzadziej sa reprezentowane stanowiska, ktore probuja uwzgledni¢ wszystkie
wskazane przeze mnie elementy.

Uwypuklenie roli jednego z tych elementdow pozwala podzieli¢ stanowiska
w kwestii istnienia obiektow matematycznych na cztery grupy. Do pierwszej zali-
czam te, wedlug ktorych nie ma sensu mowic¢ o obiektach matematycznych. Mate-
matyka jest w tym przypadku badz redukowana do jezyka, stanowiacego uzyteczne
narzedzie; badZ uwazana za ,,gr¢” pustymi symbolami; badz jej pojgcia sa traktowa-
ne tylko jak nazwy, na przyktad w stanowisku nominalistycznym.

W drugiej grupie stanowisk znajduja si¢ te, ktore wiaza istnienie obiektow ma-
tematycznych z umystem matematyka. Mozna tu zaliczy¢ rozne koncepcje kon-
struktywistyczne, wsrdd nich intuicjonizm, a takze fikcjonalizm czy psychologizm.

Trzecia grupe tworza stanowiska uznajace, Ze istnienie obiektow matematycz-
nych jest wtorne w stosunku do istnienia przedmiotow fizycznych. W szczegdlnosci
uznaja one obiekty matematyczne za abstrakcje lub idealizacje z relacji czy z wia-
snosci przedmiotow fizycznych, ewentualnie abstrakcje od abstraktow z nizszego
poziomu. Tu w szczeg6lnosci mieszcza sig¢ stanowiska przyjmujace realizm umiar-
kowany, a tym samym nawiazujace do Arystotelesa. Warto zwroci¢ uwage, ze to
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rozwigzanie jest przyjmowane przez dwa diametralnie odmienne stanowiska filozo-
ficzne, zardwno przez materializm dialektyczny, jak i tomizm.

W czwartej grupie znajduja si¢ stanowiska traktujace obiekty matematyki jako
istniejace niezaleznie od materii i od umystu, czyli ré6zne formy platonizmu mate-
matycznego. W tym miejscu od razu dodam, ze stanowiska platonskie z reguty nie
rozwiazuja problemow dotyczacych relacji migdzy matematyka a jezykiem, umystem
i rzeczywisto$cia materialng. To rowniez stanowi pewna stabos$¢ platonizmu.

Zaproponowany podzial nie jest roztaczny — sa stanowiska, ktore trudno jedno-
znacznie przypisa¢ do ktoérejs z wymienionych grup — nie jest tez zapewne wyczer-
pujacy.

Jak latwo zauwazy¢, trzy pierwsze typy stanowisk unikaja wskazanych, a takze
czedel innych, trudnosci platonizmu, ale same stwarzaja wilasne, nie wyjasniaja tez
wszystkich istotnych ,,0sobliwo$ci” matematyki jako nauki. Matematyka bowiem nie
redukuje si¢ tylko do jezyka, jej twierdzen nie mozna traktowac¢ wyltacznie jako zdan
analitycznych. Nie jest tez swobodna konstrukcja umystu matematyka. Kreacja
obiektow matematycznych podlega przynajmniej prawom logiki i sie¢ obiektow
matematycznych, jakkolwiek kreowana, musi byé spojna. Powstaje zatem problem,
co stanowi zrodlo tej spojnosci. W intuicjonizmie przyjmuje si¢ istnienie wspolnej
dla wszystkich ludzi intuicji, jednak nie jest to niczym uzasadniane. Z kolei powia-
zanie istnienia obiektoéw matematycznych z umystem matematyka i przyjecie mate-
rializmu wikla w problemy niemajace dobrych rozwiazan, na przyktad takich, jak
kwestia istnienia o$§rodkéw w moézgu, w ktorych moga by¢ zlokalizowane konkretne
pojgcia matematyczne.

Powiazanie matematyki z rzeczywistoscia fizyczna jest znacznie bardziej ztozo-
ne i nie wyczerpuje si¢ tylko w abstrahowaniu pewnych wilasnosci i wyrazaniu ich w
specyficznym jezyku. Totez stanowiska z trzeciej grupy nie daja zadowalajacych od-
powiedzi na temat natury nieskonczonosci: w szczegdlnosSci czy jest to pojecie abs-
trakcyjne Iub czy mozna swobodnie postugiwac si¢ nieskonczonoscia aktualng. Pro-
blem stanowia tez obiekty, ktorych powiazania nawet posredniego ze $wiatem fi-
zycznym nie widac, na przyktad zbiory mocy nieprzeliczalnych, przestrzenie wielo-
wymiarowe, ,,patologiczne” twory matematyczne, jak ciagla funkcja nigdzie nierdz-
niczkowalna, ,.krzywa” wypehiajaca kwadrat, zbiér Mandelbrota czy inne zbiory
fraktalne.

Odnosnie do pogladéw z drugiej i trzeciej grupy powraca pytanie, ktore w tych
stanowiskach pozostaje bez zadowalajacej odpowiedzi: czy zbiér Mandelbrota istniat
zanim zostal wykreowany i opisany przez Mandelbrota? Podobny problem odnosi
si¢ do podzbiorow liczb naturalnych. Jak wiadomo, jest ich nieprzeliczalnie wiele.
Niektore z nich tatwo okresli¢, ale pozostaje nieskonczenie wiele podzbiorow, kto-
rych nigdy nie zdefiniujemy. Czy zatem te podzbiory istnieja, czy tez nigdy nie za-
istnieja?

Jak si¢ zatem wydaje, zadne ze stanowisk w kwestii istnienia przedmiotu mate-
matyki nie rozwiazuje wszystkich probleméw ontologicznych i epistemologicznych
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stwarzanych przez matematyke. Ciagle na ten temat sa toczone dyskusje i nie widac
mozliwosci ich zakonczenia oraz uzyskania zgody w kwestii sposobu istnienia
obiecktow matematycznych. Nie wida¢ zatem konkurencyjnego stanowiska wobec
platonizmu, stanowiska, ktore lepiej niz platonizm wyjasniatoby istnienie szczegdl-
nych cech matematyki. W dalszej cze$ci sprobuje zatem broni¢ platonizmu.

3. PLATONIZM W UJECIU MICHALA HELLERA

Broniac platonizmu, wykorzystam rozwiazania niektorych ze wskazanych pro-
bleméw zaproponowane przez Michata Hellera. Dokonuje on interesujacego rozroz-
nienia dwoch matematyk: Matematyki przez duze M i matematyki przez mate m.
O Matematyce Heller tak pisze:

Matematyka przez duze M istnieje poza czasem, jest wieczna i niezmienna. Nie jest ona wyra-
zona za pomoca zadnych zapisow i symboli. Po prostu jest. Wszystko, co byloby z nig sprzecz-

ne, nie moze istnie¢. Wszystko, co istnieje, podlega jej logice. Jest ona rzeczywistoscia najbliz-

sza Platonskiemu $wiatu ,,boskich idei”.’

Heller nazywa ja rowniez ,,zbiorem wszystkich mozliwych wynikan”, Logika przez
duze L, polem formalnym, polem wszystkich zwiazkéw formalnych czy duchem ra-
cjonalnosci. ,,Zanim zaistnial cztowiek i jego szare komorki, byla juz Matematyka
i sprawowata swoje rzady nad wszystkim, co istnieje i moze zaistnie¢”.® To, co robi
matematyk, jest odkrywaniem czesci tego pola i opisywaniem ich wlasnosci za po-
moca naszego jezyka i symboli przez nas wymyslonych. I to jest wlasnie matematy-
ka przez mate m. Znajduje si¢ ona w podrgcznikach matematycznych, monografiach,
artykutach.

Geneza tak rozumianej matematyki oczywiscie znajduje si¢ w §wiecie. Pewne wazne struktury

matematyczne zostaly wyabstrahowane ze $wiata, a reszty dokonata tworcza wyobraznia ma-
o : . 7

tematykow i sterowane nig czysto formalne manipulacje.

Jest ona oczywiscie zalezna od Matematyki, bo cztlowiek nie moze stworzy¢ niczego,
co nie znajduje si¢ w polu racjonalnosci.

Genetycznie nasza matematyka wywodzi si¢ z matematycznosci §wiata. W tym sensie gdyby
struktura $wiata byla inna, mieliby$Smy inna matematykg (mate m). Ale w strukturze $wiata nie
moze by¢ zadnych elementow sprzecznych z Matematyka (duze M). Sprzeczno$¢ z Matematy-
ka wyklucza z istnienia. Struktura $wiata nie ma wplywu na Matematyke. Swiat moze realizo-
wadé tylko te mozliwoéci, ktére sa dopuszczalne przez pole racjonalnosei.®

° M. Heller, J. Zycinski, Wszechswiat i filozofia. Szkice z filozofii i historii nauki, Krakow 1980,
Polskie Towarzystwo Teologiczne, s. 127.

® Tamze, s. 127.

7 M. Heller, Czy matematyka jest strukturq $wiata, [w]: Otwarta nauka i jej zwolennicy, red.
M. Heller, J. Urbaniec, Tarnow 1996, Biblos, s. 65.

8 Tamze, s. 66.
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Rzeczywisto$¢ matematyczna ujawnia si¢ zatem dwojako. Przede wszystkim ist-
nieje idealna Matematyka przez duze M, nieskonczone pole racjonalnosci, zwiazkow
logicznych, niezalezne od umystu. Cztowiek nigdy nie pozna jej w catosci. Jest row-
niez matematyka przez male m, czyli aktualnie istniejace teorie matematyczne,
a wigc ludzki wytwor. Relacje migdzy Matematyka a matematyka sa analogiczne do
relacji migdzy $wiatem fizycznym a teoriami fizyki.

Wedtug Hellera, Matematyka jest pierwotniejsza od materii i od niej niezalezna.
Ale $wiat materialny jest modelem dla niektorych struktur matematycznych, warto
doda¢, ze tylko dla niewielu. Doktadniej, my ze $wiata materialnego tworzymy za
pomoca abstrakcji czy idealizacji modele zjawisk — modele fizykalne: to one sg
modelami pewnych teorii matematycznych. Ktére ze struktur matematycznych pa-
suja do $wiata materialnego, powinno badac¢ si¢ za pomoca eksperymentéw. Trzeba
jednak podkresli¢, ze wedtug Hellera to struktury, teorie badz modele matematyczne
sa pierwotniejsze niz modele fizykalne. Jest tak dlatego, ze przyroda, jak podpowia-
da nam nasze doswiadczenie, jest racjonalna i, co wigcej, matematyczna, wigc nieja-
ko odzwierciedla niektore z wilasnosci idealnego $§wiata Matematyki. Nasz dostep
poznawczy do $wiata Matematyki (przed duze M) jest mozliwy, gdyz mamy mozli-
wos¢ ,,odczytywania” ze $wiata fizycznego niektorych ze struktur, a dodatkowo,
nasz umyst jako racjonalny rowniez te zwiazki moze rozpoznawac. Mamy poza tym,
oczywiscie, dostgp do Swiata matematyki przez mate m, w ktdérym znajduja si¢ zo-
biektywizowane nasze teorie matematyczne, i ten $wiat mozemy tworczo rozwijaé
i przeksztatcaé. Swiat ten jest bowiem w swym istnieniu od nas zalezny. W tym uje-
ciu znikaja trudnosci epistemologiczne: do Matematyki mamy dostep poznawczy
przez $wiat fizyczny, w ktorym niektore struktury stanowia modele dla struktur ma-
tematycznych z pola racjonalnosci.

Heller koncentruje si¢ badz na zwiazkach wynikania logicznego (pole racjonal-
nos$ci), badz na relacjach. Jego platonizm wydaje si¢ zatem raczej platonizmem bez-
obicktowym niz obiektowym. Tego typu stanowisko stwarza jednak dodatkowe
trudnosci w stosunku do tych, ktore niesie ze soba kazda koncepcja platonska. Po-
mija bowiem takie obickty matematyczne, ktore stanowia ,,jednostkowe” przedmioty,
jak wymienione przeze mnie ,,patologiczne” matematyczne obiekty. Tym samym nie
uwzglednia w pelni catego obszaru zainteresowan matematykow.

4. ISTNIENIE POJEC MATEMATYCZNYCH

Poniewaz blizszy jest mi platonizm obiektowy niz bezobiektowy (strukturalizm),
wigc dokonam innego niz Heller podzialu matematyki na platonska rzeczywisto§é
i $wiat matematyki przez male m, na plan pierwszy wysuwajac obiekty matematycz-
ne, a nie struktury.

Proponujac wlasng koncepcjg, od razu zaznaczg, ze problemy zwiazane z odrzu-
ceniem monizmu ontologicznego nie stanowia dla mnie rzeczywistych trudnosci.
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Zdaj¢ sobie jednak sprawe, ze tak samo jak w wypadku innych fundamentalnych
rozstrzygnig¢ metafizyczno-epistemologicznych jesteSmy skazani przy wyborze
migdzy monizmem ontologicznym a pluralizmem bytowym na ,,akt wiary”. Przed-
stawiajac ponizsza propozycj¢, opieram si¢ na swoich intuicjach uksztaltowanych
przez kontakt z matematyka. Oprocz tych intuicji, nie mam innych argumentéw na
uzasadnienie swych pogladow.

Wedlug mnie, istnieje istotna réznica migdzy na przyktad konkretnymi liczbami
naturalnymi, jak: dwa, pie¢, 10'°, a pojeciem liczby naturalnej; miedzy funkcjami
y=sin(x), y=¢*, y=2x’+3x—4 a pojeciem funkcji. Istnienie tej réznicy jest spowodo-
wane tym, ze pewne pojecia matematyczne bardziej niz inne przypominaja konkretne
przedmioty, ze niektdre z nich mozna niejako ,,wziac¢ do r¢ki”, na przyktad: liczbe 5,
funkcje y=2x’+3x—4, relacje mniejszosci wéréd liczb naturalnych, pierécien liczb
catkowitych. Natomiast pojecia: liczba naturalna, funkcja, relacja, pierscien, prze-
strzen liniowa wyro6zniaja cate klasy obiektow o tych samych, z jakiego$ punktu wi-
dzenia, interesujacych nas wiasnosciach. Dlatego pojgcia matematyczne dzielg na
dwie wyraznie odmienne klasy. Do pierwszej zaliczam te pojgcia, ktore mozna po-
traktowa¢ jak konkretne obiekty. Do drugiej za$ te, ktdre odgrywaja analogiczna rolg
jak pojecia ogdlne w jezyku naturalnym.

Kryterium uznania danego pojgcia za konkretny obiekt jest sprawdzenie, czy jest
mozliwe potraktowanie go jako elementu pewnego zbioru, wykonanie na nim jakichs$
operacji czy manipulacji. Jesli tego nie jesteSmy w stanie uczynié, to pojgcie takie
trzeba uznaé¢ za nazweg ogodlna.

Poniewaz okreslone, konkretne zbiory rowniez moga stac si¢ elementami nowe-
go zbioru, nie wida¢ wigc powodu, by i one nie mogly zosta¢ potraktowane jak
obiekty. Na zbiorach czy strukturach matematycznych mozna réwniez wykonywaé
pewne dziatania, stad konkretne zbiory, konkretne struktury czy inne tego typu poje-
cia trzeba potraktowac tak jak przedmioty. Natomiast pojgcia, takie jak: zbior, funk-
cja, liczba naturalna, pierScien, grupa nazywaja klasy obiektow matematycznych po-
dobnych pod jakim$ wzgledem. Spetniaja zatem funkcje pojec takich, jak: cztowiek,
drzewo, dom z jezyka naturalnego. W tym konteks$cie pojgcia z grupy pierwszej
mozna potraktowaé analogicznie do nazw wlasnych z jezyka potocznego.

W pierwszej grupie znajduja si¢ zatem takie pojecia, jak: konkretne liczby (na
przyktad liczba 5 czy m), konkretne dziatania (na przyktad dodawanie liczb natural-
nych), konkretne funkcje (na przyklad funkcja y=3x7), konkretne struktury algebra-
iczne (na przyktad pierscien liczb catkowitych, ciato liczb zespolonych). Do drugie;j
grupy nalezy zaliczy¢ na przyktad pojgcia: liczba naturalna, funkcja, grupa, pier-
Scien, cialo algebraicznie domknigte, dziatanie, homomorfizm.

Blizsza analiza pojg¢ z powyzszych dwoch grup pozwala stwierdzié, ze mamy do
czynienia z dwoma wyraznie réznymi sposobami ich okreslania i funkcjonowania.
Pojgcia z pierwszej grupy sa okresSlane za pomoca definicji badz wskazujacych
w jaki§ sposob dane obiekty (np. liczba trzy moze zostaé¢ okreslona jako nastgpnik
nastepnika jedynki, a funkcja: y=3x* za pomoca wiaénie tego wzoru), badz podaja-
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cych ich konstrukcje (np. liczb¢ e mozna zdefiniowaé jako granicg¢ ciagu:
a,= (1+1/n)"). Z kolei pojecia z drugiej grupy z reguty okre$lane sa za pomoca defi-
nicji podajacych szereg warunkow, ktore powinien spetnia¢ konkretny obiekt, aby
by¢ na przyktad funkcja, grupa,’ cialem uporzadkowanym, homomorfizmem. Moze
tez by¢ podany schemat konstrukcji prowadzacy do utworzenia nowego obiektu
okreslanego dang nazwa, jak ma to miejsce np. w wypadku grupy ilorazowe;.

Roézne sg tez sposoby funkcjonowania pojgé. Obiekty z pierwszej grupy moga
zosta¢ elementami pewnego zbioru, naleze¢ do dziedziny funkcji, mozna na nich
wykonywaé okre§lone operacje. Tych wiasnos$ci nie posiadaja pojgcia z grupy dru-
giej. Na przyktad, konkretne liczby naturalne moga utworzy¢ zbioér liczb natural-
nych, konkretne funkcje zmiennej rzeczywistej moga utworzy¢ zbior funkcji zmien-
nej rzeczywistej, konkretne pier§cienie moga utworzy¢ zbidr pierscieni czy kategorig
pier§cieni. Natomiast samo pojecie funkcji, pier§cienia czy liczby nie staje si¢ ele-
mentem jakiego$ zbioru, ktory bylby interesujacy z matematycznego punktu widze-
nia. Zatem w przeciwienstwie do poje¢ z grupy pierwszej nie moga by¢ one trakto-
wane jak konkretne obiekty. Pojgcia z grupy pierwszej natomiast staja si¢ przykta-
dami konkretnych obiektéw, ktérym mozna przypisa¢ ogolna nazwe, na przyktad
pier§cien wielomianéw o wspotczynnikach catkowitych jest przyktadem pierscienia,
przestrzen kartezjanska R’ przyktadem przestrzeni topologicznej badz metrycznej,
zbior Mandelbrota lub zbior Cantora sg przykladami fraktali.

Zatem to, co moze by¢ elementem jakiego$ zbioru, mozna uwaza¢ za konkretny
obiekt matematyczny, natomiast to, co jest tylko nazwa dla pewnej klasy przedmio-
tow o wspolnych wlasnosciach, stanowi pojecie ogdlne i odgrywa inng rolg w mate-
matyce niz ,,pojecia konkretne”.

Skoro mozna wyrdzni¢ dwie kategorie poje¢ matematycznych, wigc sugeruje to,
ze 1 w odniesieniu do sposobow ich istnienia mozna roznie je potraktowac i przypi-
sa¢ im odmienne sposoby istnienia.

Obiekty z pierwszej grupy znajduja si¢ w idealnym $wiecie obiektéw matema-
tycznych, istnieja niezaleznie od nas i od §wiata materialnego, cho¢ niektére z przed-
miotow fizycznych czy struktur wystepujacych w przyrodzie moga mie¢ cechy od-
zwierciedlajace wlasnosci tych idealnych obiektow. Zatem poznanie zmystowe moze
pomoc w poznaniu konkretnych obiektow matematycznych. Natomiast pojgcia z grupy
drugiej wydaja si¢ tworem matematyka. To matematyk wydziela pewne wspolne
wlasnos$ci przedmiotow matematycznych, taczy je w jedna klasg i nadaje im wspdlna
nazwe¢. To matematyk uktada aksjomaty okreslajace cechy, ktore pozwalaja utworzyé
dane pojgcie. To matematyk dokonuje abstrakcji i idealizacji, z tym Zze mamy tu do
czynienia z procesem, ktorego punktem wyjscia nie sa przedmioty materialne (jak

° Np. grupa jest dowolny niepusty zbior A z dwuargumentowym dziataniem o spehniajacym na-
stgpujace warunki: dziatanie to jest taczne (ao(boc)=(acb) oc), istnicje dla niego element neutralny
(istnieje takie e, ze dla dowolnego a ze zbioru A: ace=eoa=a), dla dowolnego elementu z A istnieje
do niego element odwrotny (dla dowolnego a istnieje takie b, ze acb=boa=e).



104 Anna Lemanska

miato to miejsce w wypadku tworzenia pierwszych poj¢¢é matematycznych), lecz
obiekty matematyczne. W zwiazku z tym pojeciom z grupy drugiej nalezy przypisaé
istnienie zwigzane w jaki$ sposob z umystem matematyka. W pojeciach tych bowiem
wyraznie widaé rolg matematyka w ich tworzeniu. Oczywiscie w odniesieniu do tych
poj¢¢ mamy do czynienia rowniez ze swego rodzaju wyemancypowaniem sig, z ich
obiektywizacja. Wida¢ jednak tu istotna rolg, ktdra odegrat matematyk, uogdlniajac
i znajdujac wspolne whasnosci pewnych klas konkretnych obiektow.'

Obiekty z grupy pierwszej istnieja zatem obiektywnie, niezaleznie od $wiata fi-
zycznego 1 od umystu matematyka. Natomiast pojgcia z grupy drugiej sa tworami
matematyka, gdyz to on grupuje okreSlone obiekty matematyczne w poszczegdlne
klasy, wybierajac podstawowe wtasnosci, ktore stuza do wyrdznienia tych obiektow,
i nadaje nazwy tym klasom.

Podziat poje¢ matematycznych na rézne klasy usuwa czg$é trudnosci platonizmu,
przede wszystkim natury epistemologicznej. Poznawanie poje¢ matematycznych
rozpoczyna si¢ bowiem od doswiadczania rzeczywisto$ci materialnej, gdyz odzwier-
ciedlaja si¢ w niej pewne struktury matematyczne. Stanowi to punkt wyjscia tworze-
nia matematyki — matematyki przez mate m w terminologii Hellera. Ta matematyka
przez mate m jednocze$nie obiektywizuje si¢ i niejako zaczyna rozwijaé si¢ juz sa-
modzielnie, niezaleznie od poszczegodlnych matematykow. Zatem poznawanie obiek-
tow matematycznych, tych z idealnego platonskiego $wiata matematyki, zaczyna si¢
od zmystowego poznania §wiata fizycznego oraz spontanicznej idealizacji i abstrak-
cji pewnych wlasnosci i relacji z tego $wiata. Ale tworzac pojecia matematyczne,
dotykamy idealnego $wiata obiektow matematycznych. Zarazem tworzone przez
matematykow teorie matematyczne ,alienuja si¢”, obiektywizuja, totez niektore
z wlasnoséci mozemy uzyskaé, badajac matematyke przez mate m. Poprawne wyniki
nie moga by¢ niezgodne z Matematyka, ktorej istnienie jest jednocze$nie gwarantem
prawomocnosci tych wynikow.

Problemy, ktére wynikaja z istnienia zdan niezaleznych, jak na przyktad hipoteza
continuum, wynikaja raczej z tego, ze nie potrafimy tak zdefiniowa¢ uniwersum
zbioru, by istniat dla niego model standardowy. Mozna powiedzie¢, ze nie wiemy
w pehni, co to jest zbior. Okreslenie zbioru, Ze jest to to, 0 czym mowia aksjomaty na
przyktad teorii mnogosci Zermelo—Fraenkla, jest za stabe, by rozstrzyga¢ wszystkie
problemy.

Przy powyzszej interpretacji mozna jednak zada¢ zasadne pytanie, czy w ogodle
jest sens przyjmowac istnienie platonskiego Swiata obiektow matematycznych, czy
nie wystarczy ograniczenie si¢ do matematyki przez mate m. Wydaje si¢ jednak, ze

' R. Penrose dzieli struktury matematyczne na ,,dziela Boze” (God given) i ,,dzieta ludzkie”
(human made). Te pierwsze maja o wiele bogatsza strukturg i daja znacznie wigcej wynikow, niz
wydawato si¢ tkwi¢ w zalozeniach wyjsciowych. Natomiast ,,dzieta ludzkie” nie wykazujg takich
wlasciwosci. Sa wprowadzane, na przyktad, w dowodach twierdzen, by uzyska¢ konkretny cel
(R. Penrose, Nowy umyst cesarza..., s. 118). Rozréznienie Penrose’a opiera si¢ na odmiennych pod-
stawach niz zaproponowane przeze mnie w niniejszym artykule.
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platonizm najlepiej wyjasnia, dlaczego przy rozwijaniu wiedzy matematycznej raczej
ma si¢ poczucie jej odkrywania, a nie tworzenia, dlaczego mozna moéwic o prawdzie,
wrgez o prawdzie absolutnej odno$nie do twierdzen matematycznych, znika tez pro-
blem istnienia rozmaitych obiektow zanim zostaly odkryte, na przyktad zbioru Man-
delbrota.

Wyréznienie dwoch klas poje¢ matematycznych, jak si¢ wydaje, ostabia niektore
trudnos$ci platonizmu. Jednoczesnie potraktowanie obiektow matematycznych jako
istniejacych realnie pozwala wyjasni¢, dlaczego wiedza matematyczna ma kumula-
cyjny charakter, dlaczego matematyk ma poczucie odkrywania pewnej rzeczywisto-
Sci, a nie jej dowolnego ksztaltowania. Natomiast uznanie czgs$ci poje¢ matematycz-
nych za analogiczne do pojg¢ ogolnych z jezyka naturalnego uwzglednia tworcza
role matematyka przy konstruowaniu teorii matematycznych.



