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Logiki drzew derywacyjnych

Celem artykutu jest konstrukcja nowej klasy logik, ktére zostana nazwane logi-
kami drzew derywacyjnych (LDD-logiki).! Wyznaczaja one kryteria poprawnego
derywowania oraz transformowania struktur zwanych drzewami derywacyjnymi.
LDD-logiki charakteryzuja si¢ pewna osobliwoscia syntaktyczna, ktora mozna okre-
$li¢ jako trojpoziomowos¢ sktadniowa. Otdz, jezyk konstruowanej logiki sktada sig
z wyrazen trzech poziomow syntaktycznych: (i) wyrazen leksykalnych, (ii) wyrazen
derywacyjnych oraz (iii) wyrazen transformacyjnych (wszystkie te kategorie trakto-
wane sa jako niefunktorowe kategorie syntaktyczne). Przedmiotem dowodzenia sa
wyrazenia transformacyjne, cho¢ dowodami sa odpowiednio zbudowane ciagi wyra-
zen derywacyjnych lub leksykalnych. W , standardowo” rozumianej logice zaréwno
dowodzone obiekty jezykowe, jak i obiekty jezykowe, z ktorych konstruowane sa
dowody, naleza do tej samej kategorii sktadniowej (sa formutami). W LDD-logikach
taka sytuacja nie zachodzi. Ponadto, na gruncie LDD-logiki drzewa nie sa traktowa-
ne jako struktury teoriomnogos$ciowe, lecz jako wyrazenia jezykowe.

Inna motywacja dla konstrukcji LDD-logik posiada charakter ontologiczny.
Ot6z, za pomoca tych logik mozna opisa¢ mechanizm syntetyzowania (prefabryko-
wania) rozmaitych typoéw przedmiotow w sensie Meinonga. Takie przedmioty moga
zosta¢ potraktowane nie jako zbiory cech (wlasnosci), ale wtasnie jako drzewa, kto-
rych wezly sg interpretowane jako cechy. Projektowana przez autora niniejszego ar-
tykulu ontologia derywacyjna przedmiotu pozwoli, na przyktad, na wyrdznianie
przedmiotow jednowymiarowych czy tez wielowymiarowych semantycznie. Ponadto
bgdzie mozna w jej Swietle mowié o takich parametrach, jak glgbokos¢ prefabrykacji
przedmiotu, jego wielo-Swiatowos¢ czy w koncu jego wielo-aspektowos¢. Dodatko-

! Autorowi nie sa znane prace innych autoréw opisujace tego rodzaju logiki.
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wo teoria taka pozwoli na wyjasnienie mechanizméw przeksztatcania obiektow fik-
cyjnych w inne obiekty tej kategorii.”

Struktura artykutu jest nastgpujaca: W czgsci pierwszej opisana zostanie w jezy-
ku nieformalnym inferencyjna struktura drzewa derywacyjnego na podstawie analizy
schematu czynnos$ciowego generujacego operacje konstruowania drzew przez pod-
miot poznajacy. Druga czg$¢ jest poswigcona konstrukcji jezyka formalnego, stuza-
cego do opisu drzew derywacyjnych. W czgsci trzeciej jest przedstawiony LDD-ra-
chunek logiczny. Czwarta czg$¢ ma na celu opis podstawowych wlasnosci metalo-
gicznych LDD-logiki. W szczegdlnosci zaprezentowane zostang twierdzenia odno-
szace si¢ do relacji LDD-dowodliwos$ci. Piata czg$¢ stanowi¢ bedzie ekspozycje teo-
riomnogosciowego modelu semantycznego LDD-logiki. W zakonczeniu zostang
okreslone rozmaite sposoby rozszerzania LDD-logiki, w taki sposob, ze bedzie moz-
na mowi¢ o nieskonczonej klasie LDD-logik.

1. INFERENCYJNA STRUKTURA DRZEWA DERYWACYJNEGO

Drzewa derywacyjne jako narzedzie modelowania rozmaitych empirycznych
dziedzin badawczych zostaly upowszechnione w glownej mierze przez przedstawi-
cieli lingwistyki generatywnej. Oczywiscie, wykorzystywane sa one rowniez w roz-
maitych teoriach informatycznych czy tez cybernetycznych (na przyklad w teorii
automatow). Za pomoca drzew mozna reprezentowac¢ roéwnania matematyczne czy
sekwencje ruchow figurami w dowolnej grze w szachy, ale rowniez struktury organi-
zacyjne instytucji. Dowody konstruowane przez logikéw takze moga by¢ reprezen-
towane za pomocg drzew. Zadomowienie si¢ w nauce drzew derywacyjnych jako na-
rzedzi modelowania rozmaitych dziedzin badania wskazuje na wazny fakt. Otoz,
uzytkownik jezyka, po przejéciu wlasciwego treningu operacyjnego, jest w stanie
nauczy¢ si¢ postugiwania si¢ drzewami derywacyjnymi bez znajomosci teorii tego
typu struktur. Student jezykoznawstwa humanistycznego nie musi znaé matematycz-
nej teorii gramatyk generatywnych, aby moc konstruowac¢ sprawnie drzewa derywa-
cyjne reprezentujace tak zwane struktury glebokie wypowiedzi jgzyka potocznego.
I tak samo inteligentny petent nie musi mie¢ ukonczonych studidéw z zakresu teorii
algorytmow, aby zrozumieé schemat organizacyjny dowolnego urzedu miejskiego
przedstawiony za pomoca drzewa.> W antropologii kognitywnej wskazuje si¢ na to,

2 W pracy: [Krysztofiak 2006a] zostata skonstruowana teoria na bazie pewnej LDD-logiki opi-
sujaca mechanizmy generowania i przeksztalcania architektonik systemoéw filozoficznych. W pracy
pokazano aplikacjg tej teorii do systemow filozofii przedsokratejskiej. Zob. dyskusj¢ na temat apli-
kacji skonstruowane;j teorii: [Pawliszcze 2006], [Krysztofiak 2006b].

* Drzewa derywacyjne sa strukturami zapisu rozmaitych danych (informacji). Mozna nieco
bardziej filozoficznie powiedzie¢, iz drzewa sa uniwersalnymi sposobami modelowania (reprezento-
wania) zbioréw danych, czyli kwantéw informacji. Na temat drzew zob. [Harel 2001, s. 55-61],
[Bolter 1990, s. 135-144]. Bolter w jezyku filozoficznym probuje pokazaé, ze drzewa stanowia spo-
soby reprezentowania rozmaitych przestrzeni logicznych, stuzacych programistom komputerowym
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ze drzewa (struktury taksonomiczne) stanowia sposoby porzadkowania przez umysty
rozmaitych dziedzin semantycznych.*

Przedstawione fakty mozna prébowac wyjasni¢ poprzez odwotanie si¢ do istnie-
nia kompetencji logicznej w generowaniu drzew derywacyjnych,’ przy czym taki ro-
dzaj kompetencji aktywowatby sie we wczesnej fazie rozwoju umystu ludzkiego.®
Tak, jak nie trzeba zna¢ klasycznego rachunku zdan, zeby przeprowadza¢ poprawne
na gruncie tego rachunku rozumowania zdaniowe, tak tez nie trzeba znac algebraicz-
nej teorii drzew, aby moc poprawnie je konstruowac i przeksztatcac.

Jesli przedstawiona hipoteza o istnieniu kompetencji logicznej w generowaniu
drzew jest zasadna, to powinna istnie¢ logika drzew derywacyjnych, stanowiaca
system kompetencyjny, regulujacy mechanizmy ich generowania oraz przeksztatca-
nia. Logika taka, podobnie jak gramatyka uniwersalna Chomsky’ego, funkcjonowa-

do rozwiazywania ich problemow.

* Zob. [Buchowski 1993]. Drzewa jako struktury taksonomiczne sa pojmowane jako formy
pojgciowe, narzucane przez uczestnikow danej kultury na percypowang rzeczywistos¢.

° Pojecie kompetencii logicznej stanowi rezultat ekstrapolacji pojecia kompetencii lingwistycz-
nej na dziedzing rozmaitych czynnosci logicznego przetwarzania wypowiedzi jezykowych (czyli
czynnosci wnioskowania). Macnamara okresla kompetencj¢ logiczna jako ,,zrédlo informacji dla
intuicji logicznej”. Intuicj¢ za$ charakteryzuje jako zdolno$¢ do oceny ,.logicznej roli sktadnikow
zdan albo poprawnosci wnioskowan” [zob. Macnamara 1993, s. 58]. Autor ten nie wymienia zdol-
nosci do generowania i rozumienia struktur drzewiastych jako sktadnika kompetencji logiczne;j.
W niniejszej pracy przez kompetencj¢ logiczna rozumiem ogoét zdolnosci umystu ludzkiego, mani-
festujacych si¢ w rozmaitych czynno$ciach przetwarzania rozmaitych struktur (jezykowych, czyn-
nosciowych czy modelowych). Logicznie my$limy nie tylko wtedy, kiedy przeprowadzamy wnio-
skowania, ale réwniez kiedy przeksztalcamy pewne struktury modelowe na inne struktury modelo-
we, np. kiedy polowiac kwadrat przekatna prefabrykujemy dwa trojkaty.

® Piaget twierdzi, ze zdolnosci logiczne (rozumiane jako dyspozycja do manipulowania na pod-
stawowych formach zdaniowych: implikacji, negacji, koniunkcji i alternatywie) aktywuja si¢ po-
przez doswiadczenie dopiero w pdznej fazie rozwoju umyshu, w okresie preadolescencji [zob. Pia-
get, Inhelder, s.126-142]. Z tego punktu widzenia zdolno$¢ do generowania drzew derywacyjnych
nie stanowitaby umiejgtnosci logicznej; nalezalaby ona raczej do kategorii ,,myslenia konkretnego”.
Ta kategoria obejmuje operacje na konkretach, a nie na formach artykutowalnych jezykowo. Epi-
stemologowie genetyczni zaliczaja do tej kategorii takie operacje, na przyklad, jak: szeregowanie,
wlaczanie do klas, klasyfikowanie, rozmieszczanie czy w koncu liczenie [zob. Piaget, Inhelder,
s. 94-105]. Jednakze owe dyspozycje ,myslenia konkretnego” stanowia podstawg rozwojowa do
nabycia przez podmiot kompetencji logicznej: ,,Operacje konkretne stanowia zatem przejscie mig-
dzy dziataniem i bardziej ogélnymi strukturami logicznymi [...]”[zob. Piaget, Inhelder, s.97]. To
stanowisko jest skrytykowane przez Macnamarg: ,,[...] nie istnieja dane empiryczne mowiace, iz
dzieci na pewnym etapie rozwoju nie potrafia zrozumie¢ logicznej mocy najbardziej podstawowych
funktorow zdaniowych, takich jak i’ [Macnamara 1993, s. 177]. Nie jest istotne, czy zdolnos¢ do
generowania drzew zostanie okreslona jako logiczna czy tez protologiczna. Postugujac si¢ jezykiem
epistemologow genetycznych, mozna okresli¢ zdolnos¢ do generowania drzew jako rozwijajaca si¢
dyspozycje: od fazy umiejgtnosci rozmieszczania przedmiotdéw w przestrzeni projekcyjnej zregio-
nalizowanej wedlug dwoch osi: lewo — prawo; gora — dot, do fazy umiejetnosci abstrahowania
form operacyjnych (drzewiastych) od rozmaitych uktadéw czynnosci rozmieszczania.
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taby na poziomie komputacyjnym umyshu, jako ,,nicu§wiadomiona wiedza”.” Oczy-

wiscie, nie znaczy to wcale, ze taka zdolno$¢ do generacji i transformacji struktur
drzewiastych stanowi fundamentalny rozwojowo element kompetencji logiczne;.
By¢ moze ufundowanie si¢ w umysle takiej zdolno$ci wymaga akwizycji jeszcze
bardziej ,,pierwotnych” struktur operacyjnych.

Jakie wigc czynnosci inferencyjne wykonuje uzytkownik jezyka w trakcie gene-
racji drzewa derywacyjnego? Pierwsza czynnoscia jest wyrdznienie jakiego$ elemen-
tu poczatkowego drzewa derywacyjnego. Taki element okres§lany jest jako wierz-
chotek drzewa. Nastgpnie wedtug okreslonych regut z wierzchotka sa derywowane
jakie$ elementy (niekoniecznie nowe). Z kolei z tych elementéw, takze w oparciu
o pewien zestaw regul, derywowane sa elementy (réwniez niekoniecznie nowe).
Proces tego rodzaju derywacji jest prowadzony az do momentu, w ktoérym z ele-
mentéw wyprowadzony jest jaki§ specjalny element nalezacy do kategorii elemen-
tow nieposiadajacych mocy generatywnej (zwykle elementy takie sa okres§lane jako
elementy typu stop). Uogolniajac, na kazdy proces generacji drzewa skladaja si¢ trzy
typy czynnosci inferencyjnych: (i) czynno$§¢ wyboru wierzcholka wyznaczajaca
uniwersum derywacji wierzchotkowych, (ii) czynnosci derywacji z elementéw po-
siadajacych moc generatywna elementéw rowniez posiadajacych moc generatywna,
(iii) czynno$ci derywacji z elementdw o jakiej§ mocy generatywnej innych elemen-
tow bez mocy generatywnej. Tego rodzaju struktura czynno$ciowa operuje na nastg-
pujacych obiektach: wierzchotku i wezlach oraz galgziach; przy czym niektore wezty
nie posiadaja mocy generatywne;j.

Przeksztatcanie drzew na inne drzewa jest zawsze przeprowadzane zgodnie z ja-
kimi$ regutami, zwykle formulowanymi w ,,wizualizacyjnej manierze jezykowe;j”.*
Regutom tym odpowiadaja rozmaite operacje algebraiczne. Znajomos$¢ tych regut nie
jest koniecznym warunkiem sprawnego postugiwania si¢ drzewami derywacyjnymi

7 Chomsky zwraca uwagg na to, ze ,,[...] dziecko dysponuje wrodzona i na tyle bogata [...]
teorig potencjalnych opisow strukturalnych [...], iz jest ono zdolne okresli¢, ktore opisy strukturalne
moga by¢ stosowne [...]” dla emitowanej lub odbieranej wypowiedzi. Zob. [Chomsky 1982, s. 54].
LDD-logika ma by¢ wiasnie taka teorig generowania ,,drzewiastych” opiséw strukturalnych (tj. nie-
koniecznie stanowiacych struktury glebokie wypowiedzi jezykowych). Rzecz jasna nie zaklada sig
tego, ze dziecko jest w stanie rozpisa¢ nawet proste sktadniowo zdanie w formie drzewa derywacyj-
nego. Chomsky ma na mysli to, ze opis strukturalny zdania, dokonywany przez dziecko, daje sig
uja¢ za pomoca modelu drzewa. To, ze dziecko nie jest w stanie ,,narysowaé” drzewa zdaniowego,
znaczyloby tylko tyle, Ze nie jest ono w stanie zaimplementowaé swojego opisu strukturalnego
(drzewiastego) w materiale graficznym. Nalezy wigc odroznia¢ kompetencj¢ do generowania i trans-
formowania drzew derywacyjnych od dyspozycji do ich implementacji w dowolnym tworzywie
materialnym.

¥ Na przyklad, takimi regutami moga by¢: (i) zamien galezie wystepujace na takich a takich
pozycjach; (ii) obetnij galaz wystgpujaca na takiej a takiej pozycji; (iii) skro¢ gataz wystgpujaca na
takiej a takiej pozycji w taki a taki sposob. Czgsto tego typu instrukcjami kieruja si¢ studenci, kiedy
ucza si¢ rozmaitych sposobow rekonstruowania drzew derywacyjnych reprezentujacych struktury
glebokie wypowiedzi jgzyka potocznego.
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w réznego rodzaju praktykach jezykowych. Kazdy kompetentny uzytkownik jezyka
bez trudu oszacuje, ze migdzy nastgpujacymi drzewami derywacyjnymi (reprezentu-
jacymi struktury klasyfikacyjne) zachodzi relacja transformowalnosci. Oto te drzewa:

)

2

czlowiek
/\
ptci meskiej plci zenskiej
AN VAN
niedorosty dorosty niedorosty dorosty
A A
Zonaty niezonaty zamezna niezamezna
czlowiek
/\
ptci meskiej plci zenskiej
AN VAN
niedorosty dorosty niedorosty dorosty
VN VAN
ojciec nie-ojciec matka nie-matka

NN

Zonaty niezonaty zamezna niezame¢zna

Drzewo derywacyjne (2) powstaje z drzewa (1) w wyniku zastosowania nastg-

pujacych instrukcji: (i) wydtluz w drzewie (1) galezie prowadzace: od dorosly do
niezonaty oraz od dorosly do niezamezna, poprzez wprowadzenie ogniwa posred-
niego w obu galeziach: nie-ojciec oraz nie-matka; (ii) wykresl w drzewie (1) galezie
prowadzace: od dorosty do Zonaty oraz od dorosty do zamezna; (iii) po wykonaniu
czynnosci (i) dodaj do tak otrzymanej struktury galgzie prowadzace: od nie-ojciec do
Zonaty oraz od nie-matka do zamezna; (iv) dodaj w drzewie (1) — po wykonaniu
czynnosci (i) — galezie prowadzace: od dorosly (pod plci meskiej) do ojciec oraz
od dorosty (pod plci zenskiej) do matka. Uzytkownik jezyka, kierujac si¢ wyszcze-
gblnionymi instrukcjami, jest w stanie przeksztatci¢ drzewo (1) w drzewo (2), a tak-
ze ocenic to, czy dowolne drzewo moze by¢ uzyskane wedle powyzszych instrukcji
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z drzewa (1). Przedstawione drzewa reprezentuja pewne struktury teoriomnogoscio-
we; wezly reprezentuja zbiory, galezie za§ — relacje inkluzji zachodzace pomigdzy
poszczegdlnymi zbiorami. I otz znajomos¢ teorii mnogosci nie jest w tym wypadku
koniecznym warunkiem przeksztatcenia drzewa (1) na drzewo (2).

Podsumowujac: w trakcie generacji drzewa uzytkownik jezyka dokonuje czyn-
nosci inferencji, okreslonych na elementach stownikowych drzewa, czyli weztach
i wierzchotku (budujac poszczegdlne jego galezie), w trakcie za$ transformowania
drzewa — dokonuje czynnosci inferencji, okreslonych na galeziach. Te wnioski su-
geruja, ze sktadnia jezyka, w ktorym uzytkownik generuje drzewa derywacyjne, po-
siada co najmniej trzy poziomy syntaktyczne: (i) poziom leksykalny, na ktory skta-
daja si¢ wyrazenia oznaczajace wezly oraz wierzcholek w drzewie; (ii) poziom de-
rywacyjny, na ktory sktadaja si¢ wyrazenia oznaczajace galezie drzewa; (iii) poziom
architektoniczny, na ktory sktadaja si¢ wyrazenia oznaczajace drzewa.

2. JEZYK LOGIKI DRZEW DERYWACYJNYCH

Na alfabet jezyka LDD sktadaja si¢ nastepujacego typu wyrazenia: (1) zmienne
oznaczajace wezly (zmienne leksykalne); (2) stata stop oznaczajaca ,.koncowki”
drzewa, a wigc te pozycje, ktére w danym drzewie nie posiadaja mocy generatywnej;
(3) funktor derywacji tworzacy ze zmiennych oznaczajacych wezty Iub statej stop
wyrazenia oznaczajace galezie drzewa; (4) funktor transformacji tworzacy z wyrazen
oznaczajacych galezie drzewa wyrazenia oznaczajace sposoby przeksztatcania galgzi
drzew na inne galg¢zie.

2.1. Zmienne leksykalne i stala stop

Kazdemu weztowi w drzewie derywacyjnym mozna przyporzadkowaé poziom
derywacyjny oznaczajacy odleglos¢ danego wezta od wierzchotka drzewa. I tak na
przyktad w drzewie (1) (powyzej) wezel niedorosly jest dalej oddalony od wierz-
chotka czlowiek niz wegzet plei meskiej. Oba wezty: niedorosly oraz dorosty wystg-
puja na tym samym poziomie derywacyjnym, gdyz ich odlegtos¢ od wierzchotka
drzewa jest taka sama. Dlatego tez zmienne leksykalne oznaczajace wezly sa zmien-
nymi indeksowanymi; lewy gorny indeks bgdzie wlasnie oznaczat poziom derywa-
cyjny weztdw, reprezentowanych przez zmienna.

W kazdym drzewie wezly znajdujace si¢ na tym samym poziomie derywacyjnym
roéznia si¢ pozycja swojego wystgpowania w drzewie. Ponadto moze zdarzy¢ sig tak,
7ze w danym drzewie dwa rézne wezly sa zajmowane przez ten sam element. Taka
sytuacja ma miejsce w drzewie (2) powyzej. Element dorosly wystepuje dwa razy
w tym drzewie. Do formalnego opisu takich sytuacji nie wystarczy wigc uzycie jed-
nej zmiennej leksykalnej dla danego poziomu; wtasnie wielo§¢ zmiennych leksykal-
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nych ma reprezentowaé¢ wielo§¢ pozycji na danym poziomie derywacyjnym w da-
nym drzewie.

Przyjmijmy wigc nastgpujace konwencje terminologiczne: (1) zmienne repre-
zentujace wierzcholtki drzew sa ksztattu: 1, %, %L, L, L O itd (2) zmienne re-
prezentujace wezly n-tego poziomu derywacyjnego sa ksztattu: "l;, "L, "I3, "l...,
"[;,... itd. Na przyktad, poprawnie opisanymi fragmentami drzew beda nastepujace
struktury:

(€)) I (4) I
Il] 1[1 1[2 1[3
211 2[2 213 211 2[2 213 2[4 215 2[6

Stata stop oznacza te pozycje w dowolnym drzewie, z ktorych nie sa juz genero-
wane zadne inne wezly. Pozycje te odznaczaja si¢ brakiem mocy generatywnej
w danym drzewie. Przyjmijmy konwencjg, zgodnie z ktora ,,0” oznacza wtasnie stala
stop. Stala ,,0” nie moze wigc pojawié si¢ w drzewie w weztach srodkowych (niebg-
dacych wierzchotkiem) danego drzewa. Moze si¢ jednak pojawiaé¢ na réznych po-
ziomach derywacyjnych w danym drzewie. Znaczy to, ze odlegto$¢ elementu 0 od
wierzchotka w danym drzewie moze sig¢ rozni¢ w zaleznosci od poziomu, na ktérym
wystepuje. Niech nastepujacy przyktad drzewa stanowi egzemplifikacj¢ zauwazonej
sytuacji:

(6) I
1 I, I
0 I, I
0 0

W drzewie (6) element 0 dominowany przez ‘I, wystepuje na drugim poziomie
derywacyjnym, podczas gdy w pozostatych dwoch sytuacjach — na trzecim pozio-
mie derywacyjnym.
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2.2. Funktor derywacji

Funktor derywacji ,,[...]” tworzy ze zmiennej leksykalnej I oraz skonczonej li-
sty (zbioru) réznych zmiennych (tego samego poziomu derywacyjnego) “I;,..., ",, lub
ze stalej 0, takich ze n > i, wyrazenia reprezentujace galezie drzew derywacyjnych.
Wyrazenia takie beda okreslane jako wyrazenia derywacyjne, obiekty za$ reprezen-
towane przez nie — jako derywacje. Nastepujace napisy stanowia przyklady wyra-
zef derywacyjnych: 'L["l;, ..., "I]”, ,"L[0]”. Wyrazenie przed nawiasem bedzie
okreslane jako wyrazenie argumentowe (lub w skrocie — jako argument wyrazenia
derywacyjnego), lista za§ elementow leksykalnych w nawiasie bedzie nazywana ter-
minem ,,warto$¢ wyrazenia derywacyjnego”. Przy czym w wypadku listy kolejno$é
wyszczegoblniania jej sktadnikow nie ma znaczenia. Definicje: argumentu oraz war-
tosci wyrazenia derywacyjnego, przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

(Df l) (Vda Q, Bla Bn)[d: a[Blr--a Bn] — Q(d) = OL]'
(Df 2) (Vda Q, Bla Bn)[d: a[Blr--a Bn] - Q*(d) = {Blr--a Bn}]

Wyrazenie: ,,”l;['l,, ..., "] moze byé interpretowane na rozne sposoby: (i) pro-
ceduralno-algorytmicznie, (ii) teorio-funkcyjnie, (iii) inferencyjnie. Zgodnie z (i),
analizowane wyrazenie jest instrukcja algorytmiczng o postaci: wyprowadz derywa-
cyjnie z elementu 7, liste elementow "I, ..., "I, Wyraza wiec pewna procedure kon-
strukcyjna. W éwietle teorio-funkcyjnej interpretacji (i), wyrazenie ,.’[,["l;, ..., "L]”
wyraza to, ze funkcja derywacji dla elementu “/; przyjmuje warto$é¢ bedaca zbiorem
elementow {"l;, ..., "I;}. W wypadku inferencyjnego rozumienia wyrazen derywacyj-
nych, termin ,,’I,["1;, ..., "I]” wyraza to, iz z elementu "/, jest wyprowadzalny dery-

wacyjnie zbior elementow {"/;, ..., ";}.
Wyrazenia derywacyjne podlegaja syntaktycznej operacji superpozycji. Jesli
wiec o[By,..., Bi--or Pul, BilVi,--.» Yl sa wyrazeniami derywacyjnymi, to wowczas

superpozycja tych wyrazen o postaci: o[By,..., Bi[Yi,--.> Yil»---» Bual, jest rOwniez wy-
razeniem derywacyjnym. Na przyktad, ,.’;['l;, 'LI’[;]]” jest wyrazeniem derywacyj-
nym, gdyz takimi sa: SO, 'L oraz L LEPLY. W interpretacji proceduralno-
algorytmicznej, superponowane wyrazenia derywacyjne mozna interpretowac jako
koniunkcje instrukcji derywacyjnych. Dlatego tez wyrazenie o postaci: o[fy,...,
BilYt,---> Yil»---» Pul, mozna ,,czyta¢” jako koniunkcje nastepujacych instrukcji: (i)
wyprowadz derywacyjnie z elementu o liste elementow B,..., Bi,..., B, oraz (i) wy-
prowadz z elementu [3; liste elementéw 7v;,..., Y. Niektore z superponowanych wyra-
zen derywacyjnych reprezentuja formy architektoniczne drzew derywacyjnych. Na
przyktad, drzewo derywacyjne z diagramu (4), powyzej, bedzie reprezentowane
przez wyrazenie o postaci: SLULEL, LY, 'BEPG), 'LEL, PLs, L) Wyrazenie to jest
koniunkcja czterech instrukcji algorytmicznych, na mocy ktorych drzewo z diagramu
(4) jest generowane.



Logiki drzew derywacyjnych 41

Zdefiniowanie kategorii superponowanych wyrazen derywacyjnych wymaga po-
stuzenia si¢ operacja podstawiania wyrazen za wyrazenia. Niech o(By,..., Bk|n1,
...Mx) bedzie wyrazeniem powstajacym z wyrazenia o w wyniku podstawienia
w nim wyrazen By,..., By, odpowiednio, wyrazeniami 1y, ...1n,. Wowczas definicja
kategorii superponowanych wyrazen derywacyjnych przedstawia si¢ nastgpujaco:

(Df. 3) o € Dery, = 3Pi,..., BIPrs---» B € Der A By,..., By € Q*() A
Bis-... Bl QPY...., QPY) € Der].

Poniewaz superponowane wyrazenia derywacyjne sa interpretowane jako ,,skom-
presowane zapisy” list wyrazen derywacyjnych, wigc mozna zdefiniowaé nastgpuja-
ca funkcje dekompresji 4, przeksztalcajaca superponowane wyrazenie derywacyjne
w list¢ korespondujacych niesuperponowanych wyrazen derywacyjnych (funkcja de-
kompresji zostanie uzyta w zdefiniowaniu funkcji LDD-warto$ciowania). Zauwaz-
my, ze kazde wyrazenie derywacyjne sktada si¢ z argumentu i wartosci, a warto$¢
tego wyrazenia jest lista wyrazen leksykalnych lub derywacyjnych, taka ze kolejno$é
wystepowania wyrazen na licie nie wptywa w zaden sposob na wlasciwosci logicz-
ne danego wyrazenia derywacyjnego. Zatem dowolne wyrazenie derywacyjne nale-
zace do Der lub Der,, mozna zapisa¢ w postaci standardowej nastgpujaco: of, ...,
By Brs1[O15-- 5 Gil, «vvs Buekl)1se--» Xigl, gdzie Py, ..., Pn sa wyrazeniami leksykalnymi
(zmiennymi lub statymi), Byi1[81,..., Gil, .5 PasklX1,---» Xij S& za$ wyrazeniami dery-
wacyjnymi (superponowanymi lub niesuperponowanymi).

(Df.4) () olBs..., Bul € Der — A(aBr,..., Bal) = {aB1,..., Bul};

(11) OL[Bb cees Bm Bn+1[819~~~n 8i]7 LERY} Bn+k[x19~~~a Xi]] € Dersup -
A(O([B[, ceey Bn, Bn+1[81,..., Si], ceey Bn+k[X1,..., Xi]]) = {OC[B], ceey Bn,
Bn+], ceey Bn+k]} | A(BHH[S],..., 81]) uU... U A(Bnﬂ([xl,..., X,])

Operacja dekompres;ji przeksztalca niesuperponowane wyrazenie derywacyjne w zbior
jednoelementowy ztozony z tego wilasnie wyrazenia. Z kolei dekompresja superpo-
nowanego wyrazenia derywacyjnego daje w wyniku zbior niesuperponowanych wy-
razen derywacyjnych superpozycyjnie konstytuujacych to pierwsze. Taki zbior be-
dzie okreslany jako zakres dekompresji danego wyrazenia derywacyjnego.
Niesuperponowane wyrazenia derywacyjne mozna réznicowaé z uwagi na para-
metr glgbokosei, ktory przyporzadkowuje wyrazeniu derywacyjnemu o postaci
SO, ..., "7 roznice pary dwoch liczb < k, n > taka, ze k reprezentuje poziom de-
rywacyjny argumentu wyrazenia derywacyjnego, n za§ — poziom derywacyjny war-
tosci wyrazenia derywacyjnego. O wyrazeniu derywacyjnym ,.*l;["L;, ..., "I]” bedzie
si¢ mowito, ze opisuje derywacj¢ z poziomu k na poziom n. Jesli réznica n — k > 1,
to wyrazenie derywacyjne o glebokosci wyznaczonej przez parg¢ <k, n > opisuje de-
rywacje z przeskokiem derywacyjnym. Jesli zas n — k = 1, to wowczas wyrazenie de-
rywacyjne opisuje derywacj¢ bez przeskoku derywacyjnego. Natomiast w wypadku,
gdy n — k = 0, wyrazenie derywacyjne opisuje derywacje wewnatrzpoziomowa.
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Oczywiscie, niemozliwa jest definicyjnie sytuacja, w ktorej n — k < 0. Definicja nie-
superponowanych wyrazen derywacyjnych o wartoéci parametru glebokosci n

przedstawia sie nastepujaco (niech symbole: ,’L”, ,L”,..., ,"'L” oznaczaja zbiory
wyrazen leksykalnych, kolejno, poziomu zerowego, pierwszego oraz n-tego):
(Df.5) d € Der"= {d € Der n (Q¥d) = {0’} > n=1) A (Vi, )[Qd) € 'L A

Q*(d) /L A Q*(d) # {0’} = j—i=n]}.

Zgodnie z (Df. 5) wyrazenia derywacyjne, ktorych wartoscia jest stata stop sa dery-
wacjami typu Der’.

Mozna réwniez przyporzadkowywaé superponowanym wyrazeniom derywacyj-
nym parametr gigbokosci:

(Df. 6) o€ Der'y,= [0 € Dery, A (AB)(PB € A(0) AP e Der”) A (VB(VK)B
€ Alo) ABe Der*— n>k

Zgodnie z (Df. 6), parametr glebokosci przyporzadkowuje dowolnemu superpono-
wanemu wyrazeniu derywacyjnemu warto$¢ maksymalna ze zbioru wartosci tegoz
parametru od wyrazen derywacyjnych nalezacych do zakresu dekompresji superpo-
nowanego wyrazenia derywacyjnego.

Specjalng klasg superponowanych wyrazen derywacyjnych wyznaczaja te, kto-
rych zakresy dekompresji sktadaja si¢ wytacznie z wyrazen derywacyjnych o para-
metrze glebokosci jeden. Nazwijmy je standardowymi, superponowanymi wyraze-
niami derywacyjnymi:

(Df. 7) o€ Der™,,=[a € Dery, A (VB)[B € Ao) — B € Der']].

2.3. Funktor transformacji

Funktor transformacji ,,[...//...]" tworzy z lista wyrazen derywacyjnych lub wy-
razen leksykalnych zerowego poziomu derywacyjnego o.,..., O, oraz z lista wyrazen
derywacyjnych fBy,..., B; wyrazenie o postaci: [dly,...,0// B1,...,Bi]. Tego rodzaju wy-
razenia, okre$lane jako wyrazenia transformacyjne, posiadaja w konstruowanym jg-
zyku status formul. Wyrazenie: [0,...,0, // Bi,...,3;] wyraza to, ze z listy wyrazeh
derywacyjnych lub wyrazen leksykalnych poziomu poczatkowego o.,...,0, sa trans-
formacyjnie wyprowadzalne wyrazenia derywacyjne Bi,...,5; (albo w interpretacji
przedmiotowej — to, ze zbior derywacji reprezentowanych przez liste wyrazen de-
rywacyjnych ,...,0t, lub poczatkowych elementow leksykalnych jest transformo-
walny na zbiér derywacji reprezentowanych przez liste By,...,;). Mozna wiec wy-
rozni¢ dwa szczego6lne typy formut transformacyjnych: (i) takich, ze argument jest
lista wytacznie wyrazen derywacyjnych oraz (ii) takich, ze argument jest lista wyra-
zen leksykalnych zerowego poziomu derywacyjnego. Ta sytuacja moglaby sugero-
wac, ze funktor ,//” posiada odmienny indeks kategorialny w obu typach formut
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transformacyjnych. Tak jednak nie jest, gdyz wiaze on listy wyrazen, a nie poszcze-
gblne wyrazenia. Listy wyrazen za§ oznaczaja zbiory odpowiednich obiektow ozna-
czanych przez wyrazenia sktadajace si¢ na dane listy.

Niech litery: d,,...,d,,... itd., beda metazmiennymi reprezentujacymi wyrazenia
derywacyjne. Wowczas wyrazenia o postaci: [d},...,d, // d,,..., d;] beda metanazwa-
mi formut transformacyjnych jezyka LDD-logiki. Oto przyktady formut transforma-
cyjnych: 75101 // L1, 'LL, UL, 'L, I, GJOLI01 1 LU, P, LI, L,
’Is, ’L|117". Lewa cze$é formuly transformacyijnej bedzie okreslana jako jej argument,
prawa za$ czg$¢ — jako jej warto$¢.

Formuly transformacyjne mozna réznicowaé z uwagi na liczebno$¢ ich argu-
mentow oraz liczebno$¢ wartosci. Najprostszymi syntaktycznie (czyli: elementarny-
mi) formutami transformacyjnymi sa te, ktore sa jednoczesnie jednoargumentowe
oraz jednowarto$ciowe i ktorych wyrazenia sktadowe nie sa superponowanymi wy-
razeniami derywacyjnymi. Zaden z dwéch podanych wyzej przyktadow nie nalezy
do kategorii elementarnych formut transformacyjnych. Przyktadem takiej elementar-
nej formuty jest: ,.[°1;[0] // °L,['l;, '1,]]”. Zaréwno argument, jak i jej warto$é sa jed-
noelementowymi listami niesuperponowanych wyrazen derywacyjnych. Wyrdznié
mozna nastgpujacych typoéw formuly transformacyjne: jednoargumentowe, jedno-
warto$ciowe, wieloargumentowe, wielowarto$ciowe, z superponowanymi derywa-
cjami (w argumencie lub we warto$ci) i bez superponowanych derywacji. Elemen-
tarne formuly transformacyjne charakteryzuja si¢ zaréwno jednoargumentowoscia,
jak i jednowarto$ciowoscia; sa ksztattu: [o, // B].

W odréznieniu od wyrazen derywacyjnych, formuly transformacyjne posiadaja
status dowodzonych obiektow jezykowych. Wyrazenia derywacyjne nie podlegaja
procedurze dowodowej w tym znaczeniu, ze nie mozna ich dowodzi¢. Dowodzeniu
podlegaja formuly transformacyjne.

3. KONSTRUKCJA LOGIKI DRZEW DERYWACYJNYCH

Reguty inferencji definiujace logike drzew derywacyjnych sa instrukcjami wy-
znaczajacymi zbior dowodliwych formut transformacyjnych. Pierwotne reguty infe-
rencji wyznaczaja zbior aksjomatycznych formut transformacyjnych. Skoro formuty
transformacyjne wyrazaja to, ze pewien zbioér wyrazen derywacyjnych lub wyrazen
leksykalnych poziomu zerowego jest transformowalny na pewien inny zbidr wyrazen
derywacyjnych, to dowodliwo$¢ formul transformacyjnych begdzie oznaczata to, ze
pewien zbidr wyrazen derywacyjnych lub wyrazen leksykalnych poziomu zerowego
jest transformowalny na pewien inny zbidr wyrazen derywacyjnych. Niedowodliwe
formuly transformacyjne beda wigc blednie wyrazaly to, ze pewien zbidér wyrazen
derywacyjnych lub wyrazen leksykalnych poziomu zerowego jest transformowalny
na pewien inny zbior wyrazen derywacyjnych.
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3.1. Reguly pierwotne

Pierwotne reguly inferencji LDD-logiki mozna podzieli¢ na dwie grupy: (i) re-
guly umozliwiajace transformowanie formul derywacyjnych o danym argumencie na
formuly derywacyjne, ktorych argument nalezy do tego samego poziomu leksykal-
nego, do ktoérego nalezy argument wyrazenia transformowanego; (ii) reguty pozwa-
lajace na przeksztatcenie formul derywacyjnych o danym argumencie lub elementow
leksykalnych poziomu zerowego na formuly derywacyjne, ktérych argument przy-
nalezy do poziomu leksykalnego o jeden wigkszy, niz poziom leksykalny, do ktorego
nalezy argument wyjsciowej formuly derywacyjnej. Pierwsze bgda okreslane mia-
nem pierwotnych regut horyzontalnych, drugie za§ — mianem pierwotnych regut
wertykalnych. Pierwotne horyzontalne reguty inferencji LDD-logiki sa ,,odpowie-
dzialne” za mechanizm rozbudowy drzew derywacyjnych w poziomie, pierwotne za$
wertykalne reguly inferencji wyznaczaja mechanizm rozbudowy drzew derywacyj-
nych w pionie. Médwiac metaforycznie, horyzontalne reguly inferencji sa ,,odpowie-
dzialne” za przeksztalcanie pekow gatezi w drzewach derywacyjnych w bardziej lub
mniej ztozone peki galezi (a wige za wycinanie lub implementowanie gatezi w pe-
kach), natomiast wertykalne reguty wyznaczaja mechanizmy rozgatgziania sig¢ lub
atrofii drzew. Lista pierwotnych regut inferencji LDD-logiki przedstawia si¢ nastg-
pujaco:

Pierwotne horyzontalne reguly inferencji

Reguta multiplikacji: (Mult) "o[™"By,...." "Bl // "o™ ' Brs-..." " Bis ™ Bres1]-
Reguta eliminacji: (Elim) "oi[""'By,....," "Bil /"™ 'Brs...," "B 1], dla k > 2.
Reguta introdukcji: (Intr) "ot[0] // "o[*"'B].

Reguta destrukcji: (Dest) "o[™"'B] // "o[0].

Zgodnie z regula multiplikacji (Mult), jesli w drzewie jest dany wezet dajacy pocza-
tek jakiemu$ pekowi galezi, to zawsze mozna wprowadzi¢ nowa galaz do danego
peku. Zgodnie z reguta eliminacji (Elim), dany pgk galezi bioracych poczatek z da-
nego wezta zawsze mozna zredukowac. Regula introdukcji (Intr) pozwala na zasta-
pienie dowolnego pustego elementu w danej derywacji na odpowiedni niepusty ele-
ment leksykalny. I odwrotnie reguta destrukcji (Dest) umozliwia zastapienie poje-
dynczej galezi bioracej poczatek z danego wezla na gataz z pustym elementem lek-
sykalnym.

Pierwotne wertykalne reguly inferencji

Reguta startu: (Start) "ot/ *0[0].

Reguta tranzycji: (Trans) "o[*"'B] // ""'B[0].

Reguta unifikacji: (Unif) "o[""'By....,""Bi....., "' Bil, "' Bil" 280, "8 // "o By
MBS, .., 8. .., " Bil, o ile spetiony jest warunek:
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Vo[t e A4 Col™Bi.... ""Bi.... "Bil) = T € Der'] A (VO[T € A (B[,
™25 — 1 € Der'].

Reguta dezintegracji (Dezint): "o[" "B, ..., "' Bi["21...., "Z&il,..., "Bl // "o By,
TR TBL MBS, M8, o ile spetniony jest warunek:

vVolre Ao B, B, "B) = T € Der'] A (VO[T € A (B[S,
™25 — T € Der'].

Reguta startu pozwala na wygenerowanie dowolnego wyrazenia derywacyjnego,
ktorego argumentem jest wyrazenie leksykalne poziomu zerowego (oznaczajace do-
wolny, poczatkowy element leksykalny). Reguta tranzycji umozliwia (wraz z reguta
introdukcji) generacje galezi derywacyjnych o dowolnej dtugosci. Innymi stowy, je-
§li dane jest pewne wyrazenie derywacyjne o jednosktadnikowej wartosci, to mozna
z niego wyprowadzi¢ dowolne wyrazenie derywacyjne, ktérego argumentem jest wy-
razenie leksykalne stanowiace 6w sktadnik. I wreszcie reguta unifikacji zezwala na
wyprowadzanie superponowanych wyrazen derywacyjnych z odpowiednio dobra-
nych wyrazen derywacyjnych. Reguta unifikacji moze by¢ stosowana tylko wtedy,
kiedy parametr glgbokosci przyporzadkowuje argumentowym wyrazeniom derywa-
cyjnym liczbe jeden. Unifikowaé mozna tylko wyrazenia derywacyjne, dla ktorych
parametr glebokosci przyjmuje warto$¢ jeden. Regula dezintegracji pozwala na wy-
prowadzenie z superponowanego wyrazenia derywacyjnego niesuperponowanych
wyrazen derywacyjnych, ale tylko w sytuacji, w ktorej parametr gigbokosci przypo-
rzadkowuje niesuperponowanym wyrazeniom derywacyjnym liczbe jeden. Innymi
stowy, regula (Dezint) pozwala z superponowanego wyrazenia derywacyjnego
o okreslonym ksztalcie (na ksztalt wskazuje warunek aplikacji tej reguly) wyprowa-
dzi¢ jego zakres dekompresji. Nie da si¢ zdezintegrowac superponowanego wyraze-
nia derywacyjnego, ktore jest ukonstytuowane z wyrazen derywacyjnych, ktorym
parametr gigbokosci przypisuje wartosci inne niz jeden.

Mechanizm funkcjonowania wyszczego6lnionych regut mozna zilustrowac naste-
pujacymi diagramami. Niech w diagramach pierwszy rysunek reprezentuje argument
reguty, drugi zas rysunek — jej warto$¢. Diagram dla reguty (Mult) w pewnej wersji
bedzie przedstawiat si¢ nastepujaco:

(1) 'l () 1

2[] 212 213 2[] 2[2 2]3 214

Reguta (Mult) pozwala na przeksztatcenie pgku gatezi na rysunku (1) w pek gatgzi
na rysunku (2), w ktorym wystgpuje jedna dodatkowa galaz. Reguta (Elim) wyzna-
cza operacj¢ odwrotna wzglgdem operacji wyznaczanej przez regutg (Mult).
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1) 'l () 1

2, ’L L 2, L, L,

Na mocy reguly (Elim) w peku galezi (1) wolno obcia¢ jedna gataz. W podobny spo-
sob mozna pokazywac ,,funkcjonowanie” pozostatych regul horyzontalnych. Niech
nastgpujacy diagram ilustruje mechanizm funkcjonowania reguty (Unif).

M ! 3) '
2[1 2]2 2]3 2[1 212 213
2 ’I
311 312 313
311 312 313

Reguta (Unif) pozwala z dwoch gatezi (1) i (2) wygenerowaé rozbudowana werty-
kalnie gataz (3). Mechanizm odwrotny wzgledem mechanizmu wyznaczonego przez
regule (Unif) wyznacza reguta (Dezint). Z rysunku (3), na mocy reguly (Dezint),
mozna wygenerowac rysunki (1) i (2).

3.2. Pojecie dowodu na gruncie LDD-logiki

Intuicyjnie, LDD-dowodami sa zasadniczo ciagi wyrazen derywacyjnych, ktore
spetniaja ustalone definicyjnie warunki. Natomiast tym, co jest dowodzone, sg for-
muly transformacyjne. Wyrazenie o postaci: ,,LDDF [0ly,...,00 // Bi,....B:]" wyraza
to, ze formuta transformacyjna [0.y,...,00, // By,...,Bi] jest dowodliwa na gruncie LDD-
logiki (czyli ze istnieje jej dowodd na gruncie tej logiki). Definicja pojecia LDD-
dowodu wymaga konstrukcji pojeé pomocniczych, oznaczajacych osobliwe klasy
formut transformacyjnych:

(Df. 8) Te Mult)=3n, "0, "Brye. B " Brer) T = Col™ By, Bl /
na[n+1Bla' "9n+1Bks n+lBk+l])‘

(Df. 9) T e (Elim) = (3 n, k 22, "o, ""Bp,...." ") T = Col " Br,.... " Bul //



(Df. 10)
(Df. 11)
(Df. 12)
(Df. 13)
(Df. 14)

(Df. 15) T €
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na[nﬂﬁl,. ) 'anBk-ll)‘

T e (Dest) = (3 n, "o, "'B) T= o[ B] // "at[0]).
te (Intr) =3 n, "o, "'B) T = "0[0] // "0l["'B]).

1 e (Start) = (3 o) = (Cou// “af0]).

1€ (Trans)= (I n, "o, "'B) = Co[*'B] // "' BIO]).

TE€E (Umf) = (El n, nO(, HHBL..., HHBJ',..., nHBk, n+1[3j, n+281’..., n+281) [T =
[na[nHBl,. o nHBj,' . nHBkL n+1l3j[n+281,~ . n+28d // nOC[nHB[,. .
n+lBj[n+281’. cey n+28i],. cey nHBk]] A (V'Y)['Y eAa (nOC[nHB[,. cey nHBj,. R nHBk])
—ve Der'] A (YPlye AR5, "28]) — Y Der']].

(Dezint) E(E' n, n0(, nHBl’..., nHBj’..., nHBk, n+1[3j, n+281’..., n+28i) [T =
Col™ Br o, B0 S B ™ B, M B M B,

n+lBj[n+281’.“’ n+281]) A (V'Y)['Y e A (nOC[nHB[,..., nHBj’..., nHBk]) — Y€
Der'] A (VY)[ye AR, "T8)]) = Y€ Der']].

Definicja pojecia LDD-dowodu przedstawia si¢ nastepujaco:

(Df. 16)

LDD* [a...., 0, // By,...,Bi] wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag wy-
razefi Ay ..., Ay...., Ak spetniajacy nastepujace warunki:

(1) kazde z wyrazen ciagu A;...., A,...., A nalezy do kategorii wyra-
zen leksykalnych poziomu zerowego lub do kategorii wyrazen de-
rywacyjnych;

2) M=y A ... A A= 0, (czyli poczatkowe wyrazy ciagu A;...,
An..--» M sa identyczne z wyrazeniami sktadajacymi sig¢ na argu-
ment dowodzonej formuty transformacyjne;j);

(3) (V;uj, n <j < k)(El )\'i, }»h, i, h< _]) [(7\4, }\'h //7\3) S (Unlf) \'2 (}\q /! }\'ha}\'j)
€ (Dezint)] v (VA, n <j<k@ N i<j) [(A//A) € Mult) U
(Elim) U (Dest) w (Intr) U (Start) U (Trans)] (czyli kazdy wyraz
ciagu Aq..., Ay..., Ay, ktory nie jest wyrazem poczatkowym, jest
uzyskany z jakiego$ wyrazu wczesniejszego w tym ciagu w wy-
niku zastosowania jakiej$ pierwotnej reguty inferencji);

4) (VB;, 1<j<i)( T Ay, 1Sn < k) A, = P (czyli kazde wyrazenie dery-
wacyjne sktadajace si¢ na wartos¢ dowodzonej formuty transforma-
cyjnej jest identyczne z jakims wyrazem ciagu A; ..., Ay..., Ay).

Zgodnie z przedstawiong definicja, konstrukcja LDD-dowodu jakiej$ formuly trans-
formacyjnej sprowadza si¢ do wypisania wszystkich wyrazen derywacyjnych skta-
dajacych si¢ na argument dowodzonej formuly i nastgpnie na przeksztatcaniu tych
wyrazen zgodnie z pierwotnymi regutami inferencji w taki sposob, aby wyprowadzi¢
wszystkie wyrazenia derywacyjne skladajace si¢ na warto§¢ dowodzonej formuty.
Moéwiac metaforycznie, dowody stanowi¢ beda ciagi pckow galezi (a takze drzew)
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pozostajacych wzgledem siebie w relacjach transformowalno$ci wyznaczonych
przez wyszczegolnione reguty pierwotne. Kazdy LDD-dowdd posiada wige swoje
odwzorowanie w postaci ciagu rysunkow ilustrujacych peki gatezi lub drzewa.

3.3. Niesprzeczno$¢ LDD-logiki

Dowdd niesprzecznosci regul konstytuujacych LDD-logike mozna przeprowa-
dzi¢ metoda interpretacji. Zinterpretujmy wigc jezyk LDD-logiki w jezyku rachunku
zdan z jedna zmienna zdaniowa, stata verum, stata falsum, funktorem implikacji oraz
funktorem n-czynnikowej, jednorodnej koniunkcji ‘A,’, zdefiniowanej indukcyjnie

w nastepujacy sposob: (i) Aip = p; (ii) Ap = (An1p) A D
(T.1) LDD e NSP.

Dowdd: Przyjmijmy nastgpujace konwencje dla funkcji przektadu Int: (1) (Vi)(Vk)[k #0 —
Int( “7/) ="'p']; (2) Int('0') = '1' ('1' oznacza stala verum); (3) Int('[...]") = '='; (4) Int(//") ='=";
(5) (Yi,...,n) Int('L,....0") = "Aqp, (6) (Vi)Int(" °I; ) ='0' ('0' oznacza stala falsum), (7)
Int(d,,....d,) = Int(d;) A ... A Int(d,); (8) warunek dla superponowanych wyrazen derywacyj-
nych: IntCo™'Br..., "B 81y 8]y, TR = Int(o) — [Int"'B) A ... A
Int(""Bi["**8;...., "Z&) A ... A Int(""'By)]. Po dokonaniu przektadu pierwotne reguty inferen-
cji LDD-logiki przyjmuja posta¢ nastgpujacych tautologii klasycznego rachunku zdan: (Mult)
dla dowolnego ‘ol : (0—>Amp) = (0—Auip); (Mult) dla dowolnego "o takiego, ze n # 0:
(p—=Awp) = (p—Aws1p); (Elim) dla dowolnego “oi: (0 —Aup) — (0 —A,1p); (Elim) dla dowol-
nego "o takiego, ze n # 0: (p—=>Ap) = (P—=An1p); (Intr): (p—1) = (p—p); (Dest): (p—p) —
(p—1); (Start): 0 — (0 — p); (Trans) dla dowolnego %o: (0 — p) — (p — 1); (Trans) dla do-
wolnego "ot takiego, ze n # 0: (p—p) — (p—1); (Unif) dla dowolnego oi: (0—Ap) A (p— A;
P> =pA... A(P= ADP) A ... Apl; (Unif) dla dowolnego "o takiego, ze n # 0: (p—Arp)
AP=ADP) = [P=PA ... A(P= AD) A ... Ap]; (Dezint) dla dowolnego oi: [0 = p A ... A
(P— AiD) A ... Ap] = [(0>A) A (p— A;p)]; (Dezint) dla dowolnego "o takiego, ze n # 0:
[P=pA... AP ADP) A ... APl = [(P—AD) A (p— AiD)] ¢

Przedstawiony dowdd pokazuje rowniez to, ze LDD-logika posiada swoja inter-
pretacje we fragmencie klasycznego rachunku zdan, zbudowanego wylacznie za po-
moca jednej zmiennej zdaniowej, z funktorami koniunkcji, implikacji oraz falsum.
Ta sytuacja sugeruje ,,sensowno$¢” badan nad podlogikami klasycznego rachunku
zdan, rézniacymi sig¢ liczba réznych zmiennych zdaniowych wymaganych do arty-
kulacji tez logicznych tych podlogik.

3.4. Przyklady dowodéow

Ponizej sa przedstawione, dla przyktadu, dowody regul, ktore uczestnicza w me-
chanizmach generacji (czyli ,,rysowania”) drzew derywacyjnych. Latwo zauwazy¢,
ze niektore zbiory wyrazen derywacyjnych stanowiace wartosci formut transforma-
cyjnych beda opisami drzew derywacyjnych.
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Reguta n-multiplikacji: "ZL[""'1;] // "L{"'1,,..., ""',]. Regula ta pozwala na
,,dorysowanie” dowolnej skonczonej ilosci gatezi do danego wezta w drze-
wie, o ile dany wezet posiada juz jakas gataz.

L) zalozenie
2., L) Mult: 1
k"L, Mult: k-1

Regula introdukcji n-multiplikatywnej: "5[0] // "L{""'1,,..., ""',]. Reguta ta
pozwala na ,,dorysowanie” dowolnej skonczonej ilo$ci galezi do danego we-
zta w drzewie, z ktorego galaz prowadzi do elementu pustego.

1. "10] zalozenie
2. Intr: 1
3., ) Mult: 2
k+3. "L, Mult: k+2

Regula o postaci: 011[112, 113], 014[115, 116] 1 011[112, 115], 014[113, 116]-

1.%,1°1,, '15] zalozenie
2.5, 1) zatozenie
3.0 Elim: 1
4.°L,1'1 Elim: 2
5.%01'L, 5] Mult: 3
6. 'L1'L;, 1y Mult: 4

Reguta o postaci: o1, 11 °1L P LIGI0, 12,000, W tej regule jej warto$¢ stanowi
opis nieskomplikowanego drzewa derywacyjnego.

1.9, zalozenie
2.°1,10] Start: 1
3.°L 1) Intr: 2
4.°1'L, 1) Mult: 3
5.% 11 Intr: 2
6.11,10] Trans: 5
7.1, '1,100) Unif: 4, 6
8.'1,10] Trans: 3
9. 'L, ’131 Intr: 8
10. 215[0] Trans: 9
11. ‘L5100 Unif: 9, 10

12.% 'L, P10, ',[0]]  Unif: 7, 11
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Powyzszy dowdd jest rowniez algorytmem konstrukcji drzewa derywacyjnego
0 postaci:

011
112 114
I3 0

0

Kazdy z dowodéw mozna odwzorowaé w ciag rysunkow, stanowiacych odwzo-
rowanie poszczegolnych wyrazen ciagu dowodowego. Zauwazmy rowniez, ze kazde
drzewo derywacyjne, poprawnie skonstruowane, daje si¢ ,,udowodni¢” na gruncie
swojego wierzchotka.

4. OPERATOR LDD-KONSEKWENCJI I LDD-TEORIE

Zdefiniowa¢ mozna operator LDD-konsekwencji, dzialajacy na zbiory wyrazen
derywacyjnych lub wyrazen leksykalnych poziomu zerowego i zwracajacy zbiory
wyrazen derywacyjnych. Niech symbole ‘D’, ‘D;’, ..., ‘D;” oznaczaja zbiory dowol-
nych wyrazen derywacyjnych lub dowolnych wyrazen leksykalnych poziomu zero-
wego. Definicja operatora Cy pp przedstawia si¢ nastgpujaco:

(Df. 17) o Cion(D) = LDD [D // ol.

Wyrazenie derywacyjne o nalezy do zbioru LDD-konsekwencji zbioru wyrazen D
wtedy i tylko wtedy, gdy formuta transformacyjna: D // o jest LDD-dowodliwa.
Udowodni¢ mozna wiele twierdzen opisujacych wilasciwosci operatora LDD-
konsekwencji. Wlasciwosci te sa wyznaczone przez wlasciwosci relacji LDD-
dowodliwos$ci. Ponadto, mozna moéwi¢ o rozmaitych LDD-teoriach jako najmnie;j-
szych zbiorach wyrazen derywacyjnych zamknigtych ze wzgledu na operacjg LDD-
konsekwencji. Co wigcej, wyrdzni¢ mozna rozmaite typy takich LDD-teorii.
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4.1. Wlasciwosci relacji LDD-dowodliwo$ci i operatora LDD-konsekwencji

Nastgpujace twierdzenia opisuja podstawowe wilasciwosci LDD-dowodliwosci
i LDD-konsekwencji:

(T.2) (Vd,,...,dy, dvi1, d)[LDD- (d,,....d, // dj) = LDDF (di,....dy, dyir //
d))]

Dowoéd: Zatozmy: (1) LDDx (d,,...,d, // d;). Zatem istnieje ciag dowodowy formuty trans-

formacyjnej (d,...,d, // ;). Taki ciag mozna przeksztalci¢ na ciag dowodowy formuly trans-

formacyjnej (di,....dy, dyv // d) poprzez dodanie do listy zatozen dowodu wyrazenia derywa-
cyjnego dy.y ¢

W swietle (T. 2), jesli pewne wyrazenie derywacyjne jest LDD-wyprowadzalne
z pewnego zbioru derywacji, to takze jest LDD-wyprowadzalne z kazdego zbioru
derywacji, w ktorym 6w wyj$ciowy zbidr jest zawarty. Z (T. 2) wynika to, ze opera-
cja LDD-konsekwencji jest monotoniczna.

(T.3) (Vd;, D;, DY)[d; € Crpp(D;) — d; € Crpp(D; L Dy)].
(T. 4) (V Dy, D)[D; < Dy — Cropp(D;) < Crop(Dp)].

Zgodnie z innym twierdzeniem (T. 5), dowolne dwa dowody na gruncie LDD
o wspoélnych przestankach dadza si¢ przeksztatci¢ na dowod o tych samych prze-
stankach, w ktérym sa LDD-wyprowadzalne dwie derywacje wyprowadzalne z do-
wodow wyjsciowych.

(T.5) (Vd.,....dy, d, d)[LDDF (di,....dy // d) A LDD- (d,,....dy /| d) —
LDD+ (d,....dy // d,, d)].

Dowoéd: Zatézmy: (1) LDDw (d,,...,d, // &), (2) LDDw (d,,...,d, // d;). Istnieja wiec dwa ciagi
dowodowe o wspodlnych przestankach. Dokonujac fuzji obu ciagéw w taki sposéb, ze po
ostatnim wyrazie ciagu pierwszego nastgpuja wszystkie wyrazy ciagu drugiego niebgdace
przestankami, otrzymujemy ciag dowodowy wyrazenia transformacyjnego (d,,...,d, // d;, d;) ¢

(T. 5) mozna okresli¢ jako twierdzenie o taczliwosci dowoddéw o tych samych
przestankach. Uogoélnieniem (T. 5) jest twierdzenie:

(T. 6) (Vdsy..idyy dyedsy dise sy ..., d)LDDE (dye.dy /] ..., d) A
LDD+ (dk,...,dh /! df,..., dz) — LDD+ (di,...,dn, dk,...,dh /! di,..., dj,
diy..., ).

Dowoéd: Jesli LDDw- (d,....d, // d..., d;), to istnieje ciag dowodowy o postaci:
<di,...,dn,....d;,..., d;>. Je$li LDD~ (dy,...,dy // dy,..., d,), to istnieje ciag dowodowy o posta-
ci: < dy,...,dy,..,dy,. .., d, >. Dokonujac ztozenia obu ciagéw, otrzymujemy ciag o postaci:
<di,...,dy, di,....dyn,....d,..., d;,....ds..., d,>. Skonstruowany ciag spetnia warunki bycia do-
wodem formuly transformacyjnej: ‘di,...,dn, di,....dn // di,..., dj, dy,..., d,’. &
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(T. 6) mozna okresli¢ mianem prawa sktadania formut transformacyjnych stro-
nami. Zgodnie z tym twierdzeniem, LDD-wyprowadzalno$¢ derywacji ma charakter
kumulatywny. Innymi stowy, im liczniejszy jest zbior transformowanych wyrazen
derywacyjnych, tym liczniejszy jest zbior wyrazen derywacyjnych dowodliwych na
gruncie tego pierwszego. Z (T. 6) wynika nastgpujace twierdzenie dla operatora
LDD-konsekwencji:

(T.7) (VD;, D;, Dy, Dy)ID,c Crpp(Di) A Dic Cipp(Dw) = Dj U D; C
Crop(Dy, W Dy)].

Latwo wykazaé, ze kazde niesuperponowane wyrazenie derywacyjne, ktorego
parametr glgbokosci jest rowny jeden, jest LDD-wyprowadzalne z samego siebie
(najpierw do d stosujemy regulg (Elim), a potem do tak otrzymanego wyrazenia de-
rywacyjnego stosujemy regute (Mult)).

(T. 8) (Vd)[d € Der' — LDD+ (d// d)].
Uogolnieniem (T. 8) jest twierdzenie (T. 9):
(T. 9) (Yd,,....d)[d,....d,e Der' — LDDr (d,,....dy /I d\,....d))].

Dowdd: Pierwszy warunek dowodu indukcyjnego jest spetniony na mocy (T. 8): (Vd)[d €
Der' — LDD- (d, // dy). Udowodni¢ zatem trzeba drugi warunek indukcyjny: LDD-
(dy,....dy/ldy,....dy) = LDDF  (dy,....dndy/ld,. .. \dy, dosr). Zatozmy: (1) LDDx- (dy,...,d, //
dy,...,dy). Na mocy (T. 8) mamy: (2) LDDr (dy+ // dy+1). Stad na mocy (T. 6) z wierszy (1)
i(2) otrzymujemy: LDDF (d,...,dy, duiy I dy,. ..oy dovy)

Z twierdzenia (T. 9) wynika to, Zze dowolny zbiér wyrazen derywacyjnych nale-
zacych do Der’ jest zawarty w zbiorze swoich LDD-konsekwencji.

(T. 10) (VD)[D c Der' — D < Cpp(D)].

Analogicznie do powyzszych twierdzen mozna udowodnic¢ tezy odnoszace si¢ do
standardowych superponowanych wyrazen derywacyjnych:

(T. 11) (Vd)[d € Der"™,,, — LDD+ (d// d)).

Dowdd: Jesli d jest standardowym, superponowanym wyrazeniem derywacyjnym, to stosujac
regule dezintegracji (Dezint) do d i sukcesywnie do kolejnych wyrazen derywacyjnych uzy-
skanych w wyniku stosowania tej reguly, otrzymujemy zbiér derywacji A(d) stanowiacy za-
kres dekompres;ji d. Nastepnie do wyrazen nalezacych do A(d) (i bedacych jednoczesnie wy-
razami ciagu dowodowego) stosujemy regute unifikacji (Unif). W ten sposob rekonstruujemy
wyrazenie derywacyjne d. Obie reguly w tej sytuacji wolno zastosowac, gdyz wszystkim wy-
razeniom nalezacym do zakresu dekompresji wyrazenia d parametr glgbokosci przypisuje
warto$¢ jeden &

Podobnie dowodzimy nastgpnych twierdzen:

(T. 12) (Vd,,....d)[dy,....dye Der™,, — LDDF (dy,....dy// d,....dy)].
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(T. 13) (VD)[D c Der™™,, — D c Cipp(D)].
Z (T. 13) i (T. 10) wynika:
(T. 14) (VD)[D c Der' UDer™,,,, — D < Cipp(D).

Relacja LDD-dowodliwosci odznacza si¢ rowniez tranzytywnosScia:

(T. 15) (Vdy,....dw, di..., d, dy..., d,) [LDD- (dy,....dy // d,..., d}) A LDDF
(dsy....d /] dy,..., d,) — LDDF (di,....dy /] ds,..., dy).

Dowoéd: Zatozmy: (1) LDDx (d,,...,dy /! di,..., d;), (2) LDD~ (d;,....d; // dy,..., d,). Z (1) wy-
nika to, Ze istnieje ciag dowodowy o postaci: < d,...,dn,....d,..., d>. Z (2) wynika to, ze ist-
nieje ciag dowodowy o postaci: < dj,...,d,....dy,..., d, >. Skladajac oba ciagi, otrzymujemy
ciag: <d,,...,dn,....d;,..., d;,...,ds..., d,>, ktory spetnia warunki bycia dowodem transformacji
dy,....d, !l dy,..., d,. Zatem LDDw (d,...,d,// dy,...,d,) ¢

Zgodnie z nastgpnym twierdzeniem, jesli z pewnego zbioru wyrazen derywacyj-
nych jest wyprowadzalny pewien inny zbioér wyrazen derywacyjnych, to z pierwsze-
go zbioru jest rowniez wyprowadzalne kazde wyrazenie derywacyjne z osobna, na-
lezace do drugiego zbioru.

(T. 16) (VD,, D, d)[de D, ALDD + (D, // D;) = LDD + (D, // d)].

Dowod: Zatézmy: (1) de Dj; (2) LDD + (Dy // D,). Z (1) oraz (T. 10): D c Cpp(D), wynika:
(3) de Cipp (D,). Z (3) i definicji operatora C; pp otrzymujemy: (4) LDD + (D, // d). Z kolei
z(2) i (4), na mocy twierdzenia (T. 15) o przechodnios$ci relacji LDD-dowodliwo$ci, mamy:
(6) LDD+ (D, // d) &

Twierdzenie (T. 16) mozna uog6lni¢ do postaci, zgodnie z ktora jesli z pewnego
zbioru wyrazen derywacyjnych jest wyprowadzalny pewien zbidr wyrazen derywa-
cyjnych, to z tego pierwszego jest rowniez wyprowadzalny kazdy podzbiér drugiego
zbioru wyrazen derywacyjnych.

(T 17) (VDl, Dz, D3)[D3 CD2 ALDD + (D] /! Dz) — LDD + (D] /! D3)].
Kolejne twierdzenie stanowi lemat w dowodzie twierdzenia o domknigtosci ope-

ratora LDD-konsekwencji w zbiorze niesuperponowanych wyrazen derywacyjnych
o parametrze glgbokosci jeden.

(T. 18) (VD)[D < Der’ — LDD- (D // Cypp(D))].

Dowod: Niech: (1) Crpp (D)= {d,...,dp,...}, zatem: (2) di€ Cipp(D) A...A dye Cipp(D) A ...
Na mocy definicji Cipp, z (2) wynika: (3) LDD+- (D // d)) A ... ALDD+ (D // dy) A ...
Z ostatniego wiersza, na mocy (T. 6) mamy: (4) LDD+~ (D // dy,...,dy, ...), Z (4) 1 (1) poprzez
regule ekstensjonalnosci otrzymujemy: (5) LDD+ (D // Cpp(D)) ¢

(T 19) (VD)[D C Der’ d CLDD(CLDD(D)) C CLDD(D)].
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Dowéd: Zatézmy: (1) D < Der' (2) de Crpp(CrLpp(D)). Na mocy definicji Cipp z (1) otrzy-
mujemy: (3) LDDF (Cipp(D) // d). Z (T. 17) oraz (T. 14) i (1), a takze z (3) wynika: (4)
LDD+ (D // d). Stosujac do (4) definicj¢ Cpp, mamy: (5) de Cipp(D). Zatem z (2) i (4)
wnioskujemy: (5) Crpp(Crpp(D)) < Crpp(D). ¢

W podobny sposoéb, jak (T. 19), dowodzimy:
(T 20) (VD)[D C Dersm"dsup — CLDD(CLDD(D)) C CLDD(D)]'

Z (T. 19) i (T. 20) otrzymujemy twierdzenie, zgodnie z ktorym operator LDD-
konsekwencji charakteryzuje si¢ domknicto$cia w zbiorze Der’ uDer“"”’Is,,,,.

(T.21) (VD)[D c Der' UDer™,,, — Crpp(CrLop(D)) < Crop(D)]-

Okazuje sig, ze zbior LDD-konsekwencji zbioru pustego jest zbiorem pustym
wyrazen derywacyjnych.

(T.22) Ciop(D) =D

Dowdd: Zatézmy nie wprost: (1) de Crpp(D). Z (1) i definicji operatora LDD-konsekwencji
mamy: (2) LDDr (& // d). Z (2) i definicji LDD-wyprowadzalno$ci otrzymujemy: (3) jedno-
wyrazowy ciag <d> jest dowodem na gruncie LDD. Z kolei: (4) ciag <d> nie jest dowodem na
gruncie LDD (wyrazenie derywacyjne d nie jest uzyskane z wczesniejszych wyrazow ciagu
dowodowego na mocy stosowania pierwotnych regut inferencji). Pomiedzy (3) i (4) zachodzi
sprzecznos¢ ¢

Twierdzenia: (T. 4), (T. 13) oraz (T. 21), wyrazaja standardowe wtasno$ci for-
malne operatora Cypp W zbiorze Der’ uDer"“"”{gup, mianowicie takie, ktore sa posia-
dane przez kazdy operator konsekwencji logicznej. Jednakze w s$wietle (T. 22),
LDD-logika nie moze by¢ zdefiniowana jako zbidér konsekwencji Cy pp zbioru puste-
go.” LDD-logike nalezy po prostu utozsami¢ ze zbiorem Cppp. Przy takim ujeciu
LDD stanowi zbidr par uporzadkowanych takich, ze pierwszy element takiej pary
bedzie dowolnym zbiorem wyrazen derywacyjnych (ewentualnie z elementami lek-
sykalnymi poziomu zerowego), drugi za$§ element begdzie zbiorem wyrazen derywa-

cyjnych, ktérego dowolny podzbidr jest LDD-wyprowadzalny ze zbioru pierwszego.

4.2. LDD-wyrazenia derywacyjne

Nie wszystkie wyrazenia derywacyjne LDD-jezyka sa wyprowadzalne z jakich$
innych wyrazen derywacyjnych. Istnieja wigc wyrazenia derywacyjne niedowodliwe
na gruncie jakichkolwiek wyrazen derywacyjnych. Na przyktad wyrazenie derywa-
cyjne o postaci ,,'I;[’I;, *1]” nie jest wyprowadzalne z zadnych wyrazen derywacyj-
nych. Okazuje sig, ze tego rodzaju wlasciwos¢ posiadaja wszystkie wyrazenia opi-

% Zwroci¢ jednak trzeba uwage na to, ze wlasnie najogélniejsze pojecie monotonicznej konse-
kwencji logicznej jest takie, ze Cn(J) =. Takiego pojecia uzywa [Suszko 1998, s. 129].
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sujace derywacje wewnatrzpoziomowe lub z przeskokiem derywacyjnym. Tej wia-
sciwos$ci nie posiadaja wyrazenia opisujace derywacje bez przeskoku derywacyjne-
go, czyli takie wyrazenia, dla ktoérych parametr gigbokosci przyjmuje warto§¢ rowna
jeden. Przywotane spostrzezenie mozna wyartykulowaé za pomoca nast¢pujacego
twierdzenia:

(T. 23) (V n, k) (Vd) [d e Der AQd) e "L AQ¥d)c"LA(n=kvn—k>1)
— ~(3d))(d; € Der U Derg,, ALDDF (d;// d)].

Dowéd: Zatozmy: (1) d € Der, (2) Q(d) € “L, (3) Q*(d) "L, @) n=k v n — k> 1. Zatozmy
nie wprost: (5) (3d;)(d; € Der U Dery,, A LDD~ (d; // d)]. Z (5) wynika: (6) d; € Der, (7)
LDD+ (d; // d). Z (7) i definicji LDD-dowodliwo$ci mamy: (8) (3d)[(d; / d) € Mult) U
(Elim) U (Dest) U (Intr) U (Start) U (Trans) U (Unif). Opuszczajac w (8) kwantyfikator, do-
stajemy: (9) (d, // d) € (Mult) U (Elim) U (Dest) U (Intr) U (Start) U (Trans) U (Unif). Z defi-
nicji (Df. 8) — (Df. 15) klas formut transformacyjnych oraz (9) wynika: (10) d € Der'. Z (2),
(3) i (4) wynika za$, ze: (11) d & Der'. Migdzy (10) i (11) zachodzi sprzecznosé «

(T. 24) (Y n, k)\Vd) [d € Der nQd) € "L AQ*d)c"LA(n=kvn—k>
1) = ~ (3d))(d; € Der L Derg,, A LDD- (d// d)].

Dowod: Z zalozenia nie wprost wyprowadzamy: (1) (d // d) € (Mult) U (Elim) U (Dest) U
(Intr) U (Start) U (Trans) U (Unif). Nastepnie pokazujemy, ze z definicji LDD-dowodliwos$ci
taka sytuacja nie zachodzi ¢

Twierdzenia (T. 23) i (T. 24) mozna skomentowa¢ metaforycznie w taki oto spo-
sob: niesuperponowane wyrazenia derywacyjne opisujace derywacje o glebokosci
nieréwnej jeden sa nieaktywne LDD-logicznie. Nie mozna z nich wyprowadzi¢ zad-
nych wyrazen derywacyjnych ani one nie sa wyprowadzalne z jakichkolwiek badz
wyrazen derywacyjnych. Na gruncie LDD-logiki aktywnymi logicznie niesuperpo-
nowanymi wyrazeniami derywacyjnymi sa tylko te, ktore przynaleza do klasy Der’.
Tego rodzaju wyrazenia beda okreslane jako LDD-wyrazenia derywacyjne.

Mozna rowniez udowodni¢ twierdzenia dotyczace warunkdéw aktywnosci logicz-
nej dla superponowanych wyrazen derywacyjnych:

(T. 25) (V n, k)(Vd) [d € Dergy, A (3d)[d;e Ald) A Q(d) € kL A Q*d) "L
A(n=kvn—k>1)] = ~3d)d; € Der L Derg,, ~LDD~ (d;// d)].

Dowdd: Z zatozenia dowodu wynika, ze do zakresu dekompresji superponowanego wyrazenia
derywacyjnego nalezy jakie$ wyrazenie derywacyjne nienalezace do klasy Der’. Wyprowa-
dzenie dowolnego superponowanego wyrazenia derywacyjnego z danego wyrazenia derywa-
cyjnego wymaga wyprowadzenia z niego wszystkich wyrazen nalezacych do zakresu dekom-
presji danego superponowanego wyrazenia derywacyjnego. A skoro do tego zakresu dekom-
presji nalezy jakie$ wyrazenie derywacyjne nienalezace do klasy Der’, to zgodnie z twierdze-
niami (T. 23) i (T. 24) jest ono nieaktywne logicznie, a wigc niewyprowadzalne z zadnego wy-
razenia derywacyjnego. Zatem superponowane wyrazenie derywacyjne, spetniajace poprzed-
nik dowodzonego twierdzenia, jest niewyprowadzalne z jakiegokolwiek badz wyrazenia de-
rywacyjnego ¢
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(T. 26) (V n, k)(Vd) [d € Dery,, n (3d)[die A(d) A Qd) e "L A Q*(d) "L
Am=kvn—k>1)] >~ (3d)d; € Der U Dery,, ~LDDr (d//d))].

Dowdd: Zeby wyprowadzié¢ z superponowanego wyrazenia derywacyjnego jakie§ wyrazenie
derywacyjne nalezy postuzy¢ si¢ reguta (Dezint). Aby zastosowaé t¢ regule, musi by¢ spet-
niony warunek jej aplikowalnosci, taki ze wszystkim wyrazeniom derywacyjnym nalezacym
do zakresu dekompresji danego superponowanego wyrazenia derywacyjnego parametr glgbo-
kosci przypisuje warto$¢ jeden. Poprzednik dowodzonego twierdzenia ,,blokuje” uzycie reguty
(Dezint). Zatem z takiego niestandardowego superponowanego wyrazenia derywacyjnego nie
da si¢ wyprowadzi¢ jakichkolwiek wyrazen derywacyjnych &

LDD-logike mozna wigc interpretowac jako ,,mechanizm inferencyjny” wyod-
rebniajacy (aktywujacy) z klasy wszystkich wyrazen derywacyjnych klasg LDD-
wyrazen derywacyjnych. Mozna tatwo wykazaé, ze klasa °L elementow leksykal-
nych stanowi generator klasy wszystkich wyrazen derywacyjnych Der! uDer"“”ds,,,,
danego jezyka z uwagi na relacje LDD-dowodliwosci.

Niech L’ oznacza dowolny podzbior zbioru elementow leksykalnych jezyka Ji pp.
Zdefiniujmy funkcje generacji wyrazen derywacyjnych przez zbior elementow lek-
sykalnych L’ w nastgpujacy sposob:

(Df. 18) de T(L)= 3 °0)[’0e L'ALDDF (“o// d).

Wyrazenie derywacyjne d nalezy do zbioru wyrazen derywacyjnych generowa-
nych przez zbior elementow leksykalnych L’ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ele-
ment leksykalny poziomu zerowego, z ktérego wyrazenie d jest LDD-wyprowadzal-
ne. Latwo zauwazyc¢ to, ze jesli L’ nie ma elementéw wspolnych z °L, to T(L’) jest
zbiorem pustym.

(T.27) VL)L’ N'L=0 —>T(L")=2].

Twierdzenie wyrazajace to, ze wszystkie (danego, petnego LDD-j¢zyka), niesu-
perponowane wyrazenia derywacyjne o parametrze glgbokosci jeden sa wyprowa-
dzalne ze zbioru wszystkich elementow leksykalnych poziomu zerowego pelnego
jezyka Jipp (czyli takiego, ktory zawiera state elementy leksykalne kazdego pozio-
mu), posiada nastegpujaca postac:

(T. 28) L="LU'LU ... U"LAL=D A ... A\"L#D — Der' cT(’L).

Dowéd: Zatozmy: () L="L UL U ... U"L, Q)LD A ... A\"L =D, (3)d € Der'. Zgod-
nie z (3) otrzymujemy: (4) d = "a[*"'B;...., *"'B,]. Na mocy wielokrotnego stosowania reguty
(Mult) z "o[*"'B;] jest LDD-wyprowadzalne wyrazenie "ot[*"'B; ..., ™"'Bal, czyli: (5) LDD +
("o*"'By] // d). Na mocy reguty (Intr) mamy: (6) LDD  ("at[0] // "ot[*"'B1]). Z (1) i (2) wnio-
skujemy: (7) "'L # @. Z (7) wyprowadzamy: (8) “'a[*a] € Jipp. Na mocy reguty (Trans)
otrzymujemy: (9) LDD + ("o 0] // ("[0]). Indukcyjnie dowodzimy: (10) (Vn, k)[k <n A n
>1 - LDD r ("o 0] // ("*"'a[0]). Na mocy twierdzenia o przechodniodci relacji wy-
prowadzalnosci (T. 15), z (10), (9), (6) i (5) wynika: (11) LDD + (o[ // d). Z kolei na mocy
reguly (Start) dostajemy: (12) LDD + (%ot // “a[0]). Z (11) i (12) wynika: (13) LDD + (°c. // d).
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A skoro, na mocy (1) °L # @, mamy: (14) %o € ‘L, to stad i z (13) wyprowadzamy: (14)
@ °0)[°0t e °L ALDD r (Pt // d)]. Z (14) i definicji (Df. 18) wynika: (15)d € T("L). +

Latwo jest takze udowodnié nastepujace twierdzenia:

(T. 29) Der™™,, < Cipp(Der").
(T. 30) L="LU'LU ... U"LA'L#D A ... A\"L %D — Der'y,, 0 Der™™,,
=T('L)

Zgodnie z (T. 30) zerowy poziom leksykalny generuje w dowolnym, pelnym

stand

LDD-jezyku wszystkie wyrazenia derywacyjne klasy Der’ UDer’ sup-

4.3. Typy LDD-teorii

LDD-teoriami sa dowolne zbiory wyrazen derywacyjnych, ktore sa zamknigte
z uwagi na relacj¢ LDD-wyprowadzalnosci. Definicja tego pojecia jest nast¢pujaca:

(Df 19) Xe TLDD = (3 D)[X = CLDD(D) ADc X]

Latwo zauwazy¢, iz LDD-teorie sa wylacznie zbiorami aktywnych inferencyjnie
wyrazen derywacyjnych.

(T. 31) (V D)[D c Der A Cipp(D) @ Der™™,,, — Crpn(D) & Tipp].

Dowdd (T. 31) wymaga udowodnienia nastgpujacego lematu (uogdlnienia T. 8
iT. 11):

(T.32) (V D, d)[LDD+ (D // d) — LDDr (d// d)]

Dowdd (T. 32): Zatézmy: (1) LDD- (D, // d;). Zatézmy nie wprost: (2) ~ LDD+- (d; // dy).
Z (2) i twierdzenia (T. 8) (Vd)[d € Der' — LDDF (d // d)], otrzymujemy: (3) d; & Der’. Z (1)
i definicji LDD-wyprowadzalnosci wynika: (4) d; € Der’. Pomiedzy (4) i (3) zachodzi
sprzecznos¢ ¢

Dowdd (T. 31): Zatézmy: (1) d; € Cipp(D), (2) d; ¢ Der‘"’"ds,,p, (3) D < Der. Zatozmy nie
wprost: (4) CLDD(D) € TLDD- V4 (4) i deﬁnlCJl LDD-teorii wynika: (5) CLDD(D) = CLDD(DI)-
Z (1)1 (5) wyprowadzamy: (6) d; € Crpp(D;). Z (6) i definicji LDD-konsekwencji mamy: (7)
LDD- (D, //dy). Z (3), (2) i (1) wynika: (8) d; € Der A Q(d)) € "L A Q*(d)) c"LA(n=kv
k—n>1).Z (8) i twierdzenia (T. 24) wnioskujemy: (9) ~ (3d;)(d; € Der U Derg, A LDD-
(d;// d))]. Z (8) mamy: (10) d; € Der. Z (9), (10) wynika: (11) ~LDD+ (d; // d,). Z (7) i (T.
32) wynika: (12) LDD+(d, // d,). Migdzy (12) i (11) zachodzi sprzecznos¢ ¢

Poniewaz istnieje pusty zbior LDD-konsekwencji (gdyz zgodnie z (T. 22):
CLpp(D) = @), zatem wazne jest nastepujace twierdzenie:

(T 33) e TLDD~



58 Wojciech Krysztofiak

Cho¢ zbiér LDD-konsekwencji dowolnego zbioru nieaktywnych wyrazen derywa-
cyjnych jest zbiorem pustym, to pomimo tego, ze zgodnie z (T. 33) zbioér pusty jest
LDD-teoria, zbiory nieaktywnych wyrazen derywacyjnych nie sa LDD-teoriami.

LDD-teorie mozna typologizowa¢ z uwagi na rozmaite kryteria dotyczace ro-
dzaju elementdéw leksykalnych budujacych wyrazenia derywacyjne nalezace do tych
teorii. W celu konstrukcji rozmaitych typéw LDD-teorii zdefiniujmy pojgcie bazy
leksykalnej dowolnego zbioru wyrazen derywacyjnych.

(Df. 20) o€ BZL(X)={XcDer n(@d)[de X A(Qd)=0 Vv oe Q*d))]}.

Baza leksykalna dowolnego zbioru wyrazen derywacyjnych jest zbior tych i tyl-
ko tych wyrazen leksykalnych, z ktorych sa utworzone wyrazenia derywacyjne nale-
zace do danego zbioru. Kazdej LDD-teorii mozna wigc przyporzadkowaé pewien typ
z uwagi na typ jej bazy leksykalne;.

Wyrdzni¢ mozna petne bazy leksykalne. Pelng baza leksykalng danego zbioru
wyrazen derywacyjnych dowolnego jezyka Jipp" (gdzie n jest liczba poziomdw de-
rywacyjnych tego jezyka) jest zbior takich wyrazen leksykalnych wraz ze stata stop,
ze istnieje taka rodzina niepustych jego podzbioréw, ktorej kazdy element posiada
wspodlne wyrazenia leksykalne z kazdym kolejnym poziomem derywacyjnym j¢zyka
Jipp'. Definicja tej kategorii teoretycznej przedstawia sie nastepujaco:

(Df. 21) Ze Biyy=['00e ZA@XNZ=BZLX)AZ NLEDA..AZN"L
# D)].

LDD-teorie o petnych bazach leksykalnych pozwalaja na wygenerowanie drzew
derywacyjnych konczacych sie na dowolnym poziomie derywacyjnym jezyka Jipp".
Pelne bazy leksykalne dla n=0 pozwalaja na generacj¢ wylacznie rachitycznych
drzew derywacyjnych, mianowicie takich, ktére sa pojedynczymi gateziami z ele-
mentem koncowym stop i elementem poczatkowym bedacym jaka$ stala leksykalng
poziomu zerowego. Jesli n=1, to generowane z takich pelnych baz leksykalnych
drzewa moga réwniez posiada¢ postaé¢ pgkow galtezi posiadajacych wspolny element
poczatkowy.

Inny typ baz konstytuuja peknigte bazy leksykalne jakiego$ zbioru wyrazen de-
rywacyjnych. Takie bazy posiadaja elementy wspdlne z pewnym n-tym poziomem
derywacyjnym danego LDD-j¢zyka i nie posiadaja elementow wspo6lnych z pewnym
nizszym od n poziomem derywacyjnym danego LDD-jg¢zyka. Definicja pgknigtych
baz przedstawia si¢ nastgpujaco:

(Df. 22) Z€Bily=['0eZA@X)ENZ=BZLX)AZN LD AZN
L=

Na gruncie LDD-teorii z pgknigtymi bazami leksykalnymi nie da si¢ wygenero-
wac drzew derywacyjnych konczacych sig¢ na poziomie derywacyjnym wyzszym od
poziomu pegknigcia bazy (czyli zgodnie z (Df. 22) wyzszym od k — 1). Oczywiscie,
bazy leksykalne niektorych teorii moga posiada¢ wigcej niz jeden punkt pgknigcia.
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Specjalnym rodzajem LDD-teorii sa teorie konkretnych drzew derywacyjnych.
Jesli dana jest konstrukcja ustalonego drzewa derywacyjnego, a wigc zbioru wyrazen
derywacyjnych zbudowanych wyltacznie za pomoca statych leksykalnych, to wszystkie
wyrazenia derywacyjne, wyprowadzalne z takiego drzewa na gruncie LDD-j¢zyka shu-
zacego do opisu tego drzewa, konstytuuja LDD-teori¢ danego drzewa. Na gruncie
takiej LDD-teorii mozna wygenerowa¢ wszystkie poddrzewa danego drzewa, wszyst-
kie jego fragmenty (galezie, drogi, peki itd.), a takze wszystkie LDD-dopuszczalne
modyfikacje takiego drzewa. Takie teorie beda wigc opisywaty algorytmy generacji
danego drzewa oraz wszelkie algorytmy przeksztalcajace wyjsciowe drzewo w inne
drzewa.

Drzewa derywacyjne mozna zdefiniowaé jako zbiory wyrazen derywacyjnych,
zbudowanych wylacznie za pomoca stalych leksykalnych, speiniajace nast¢pujace
warunki: (1) drzewa sa skonczonymi zbiorami wyrazen derywacyjnych zbudowa-
nych wylacznie za pomoca statych leksykalnych; (2) istnieje doktadnie jedno wyra-
zenie derywacyjne nalezace do drzewa, ktdrego argument jest stata leksykalng po-
ziomu zerowego; (3) kazdy argument wyrazenia derywacyjnego nalezacego do drze-
wa, niebgdacy stata leksykalna poziomu zerowego przynalezy do wartoSci jakiego$
wyrazenia derywacyjnego nalezacego do drzewa, ktoérego argument jest stata pozio-
mu leksykalnego mniejszego o jeden od poziomu leksykalnego, do ktdrego przyna-
lezy 6w pierwszy argument; (4) kazda stata leksykalna rézna od statej stop, bgdaca
sktadnikiem warto$ci jakiego§ wyrazenia derywacyjnego nalezacego do danego
drzewa jest rowniez argumentem jakiego$ innego wyrazenia derywacyjnego naleza-
cego do drzewa, ktorego warto$¢ jest zawarta w zbiorze elementéw leksykalnych
poziomu o jeden wyzszego niz poziom statej wyjsciowej. W celu formalnego zdefi-
niowania kategorii drzew derywacyjnych wprowadzmy stata ,,Der*” oznaczajaca
zbior wyrazen derywacyjnych zbudowanych wytacznie za pomoca stalych leksykal-
nych oraz stata ,,Sk” oznaczajaca zbiory skonczone. Definicja przedstawia si¢ nastg-
pujaco:

(Df. 23) XeDrz= (1) Xe Ska(Vd)de X — de Der*] a
Q) @dde XAQd) e "L A(Vd)(die XAQd)e L
—>d=d)] A
(3) (V) (Vk)[de X Ak#0AQd) e "L - (3d)die X
AQ(d) € L A Q(d) € Q*(d)] A
@) (V) (Vo) Vk)[de X ro e "L A oe Q¥d) A o #
‘0’ = (3d)(die X A Q(dy) = oA Q¥(d) <**'L)).
Latwo mozna wykaza¢, ze dowolna LDD-teoria drzewa derywacyjnego, sfor-
mutowana w LDD-jezyku, w ktérym nie wystgpuja state leksykalne rozne od statych
shuzacych do konstrukeji danego drzewa, posiada peina bazg leksykalna:

(T. 34) (VX)[X € Drz — BZL(Cypp(X)) € Bily]
(T. 35) (YX)[X € Drz — BZL(X) € Bal,]
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Jesli dany jest pewien LDD-jezyk, to mozna w nim wygenerowac¢ wiele réznych
drzew derywacyjnych. Skoro z kazdym drzewem skorelowana jest doktadnie jedna
jego LDD-teoria, to wowczas mozna moéwié o zbiorze LDD-teorii skorelowanych
z danym LDD-jezykiem. Taki zbiér mozna okresli¢ mianem przestrzeni derywacyj-
nej danego LDD-jezyka. Zdefiniowaé mozna rozmaite relacje syntaktyczne zacho-
dzace pomigdzy LDD-teoriami takiej przestrzeni derywacyjnej. Na przyktad, mozna
méwi¢ o niewspolmiernych teoriach, czyli takich, ktoére nie posiadaja zadnych
wspolnych elementow w postaci wyrazen derywacyjnych zbudowanych wylacznie
za pomocq stalych leksykalnych. Réwniez mozna skonstruowaé wiele typow relacji
podobienstwa pomigdzy LDD-teoriami danej przestrzeni derywacyjne;j.

5. MODEL SEMANTYCZNY LDD-LOGIKI

Charakteryzacja modelu semantycznego LDD-logiki sprowadza si¢ do skonstru-
owania pewnej struktury teoriomnogosciowej zwanej LDD-modelem, a nastgpnie
zdefiniowania funkcji warto§ciowania formut LDD-jgzyka w tej strukturze i wresz-
cie podania definicji formuty prawdziwej w LDD-modelu oraz LDD-tautologii
(te beda rozumiane jako formuly transformacyjne LDD-jezyka prawdziwe we
wszystkich LDD-modelach). Prawdziwos$¢ formut rowniez jest rozumiana standar-
dowo jako przyjmowanie warto$ci wyrdznionej dla kazdego wartosciowania w da-
nym LDD-modelu. Podkreslmy to, ze wyrazenia derywacyjne nie posiadaja wartosci
logicznych.

5.1. Konstrukcja LDD-modelu

Niech U bedzie dowolnym uniwersum ztozonym z przedmiotdéw indywiduowych
X1,...,X;. Zdefiniujmy jednoargumentowa operacj¢ singletonizacji okreslona w dzie-
dzinie na elementach zbioru U w nastgpujacy sposob:

(Df. 24) % =x
"x = {"'x}.

Zdefiniujmy zbior wszystkich singletondw generowanych przez uniwersum ele-
mentéw U w nastgpujacy sposob:
(Df. 25) Sing(U) = {y; (3n) (Ix)[xe U Ay ="x}.
Sing(U) jest wigc najmniejszym zbiorem zawierajacym zbidr U i zamknigtym na
operacj¢ singletonizacji. Mozna wigc w tym wypadku mowié o algebrach singleto-
nowych o postaci <Sing(U), ">, gdzie U jest zbiorem generatoréw takiej algebry.

W nastepnym kroku konstruujemy zbior wszystkich podzbiorow zbioru Sing(U).
Definicja jest nastepujaca:
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(Df. 26) x € Ptg(U) = x c Sing(U).

Majac skonstruowany zbior Ptg(U), tatwo mozemy podaé przepis na konstrukcje
zbioru derywacji jako zbioru par uporzadkowanych zbudowanych w okreslony spo-
sob z elementow zbioru Sing(U) oraz Ptg(U). Propozycja jest nastgpujaca:

(Df. 27) Dr(U) = Sing(U) x Ptg(U).

Zgodnie z (Df. 27) derywacja generowana przez dziedzing U jest dowolna para
uporzadkowana, ktorej pierwszym sktadnikiem jest singleton indukowany przez
zbidr U, drugim za$ elementem jest dowolny podzbior zbioru singletonéow genero-
wanego przez U. Na przyktad, jesli xi, ...x, sa elementami U, to woéwczas pary upo-
rzadkowane ksztattu: <xi, {"xi,..., "Xi}>, <x, &>, sa derywacjami. Oczywiscie de-
rywacjami moga by¢ rowniez takie pary, jak: < x, {xi,..., 'x¢}>, gdzie i #].

W nastepnym kroku zdefiniujmy zbiér transformacji. Niech 2°"® bedzie zbiorem
wszystkich podzbioréw zbioru derywacji. Niech 229 ¥ bedzie zbiorem wszystkich
podzbioréw zbioru utworzonego ze wszystkich derywacji generowanych przez U
oraz wszystkich elementow U. Zbidr transformacji generowanych przez U jest zbio-
rem wszystkich par uporzadkowanych takich, ze pierwszym skladnikiem jest jakis$
element zbioru 2”¥“ Y drugim za$ skiadnikiem jest jaki$ element zbioru 2”9

(Df. 28) Tr(U) = (2P0 2 V) x 210,

Na przyktad, transformacjami beda pary uporzadkowane o postaci: < {x;}, {< X,
{nxl,..., nXk}>}>, < {< X1, {nxl,..., nXk}>, veey < Xo, {hXI,..., th}>}, {< X3, {lxl,...,
IXk}>, ceey <Xo, {mxl,. N ka}>}>.

W zbiorze Tr(U) mozna wyrdzni¢ pewien osobliwy zbidr transformacji Tr*(U).
Jego konstrukcja wymaga zdefiniowania dodatkowych pojeé. Najpierw wprowadz-
my pojecia pierwszego oraz drugiego sktadnika pary uporzadkowane;j:

(Df. 29) Q(x) =o=3P) x =<o, B>;
Q*(x) = = (Jo) x = <a, B>.
Zdefiniujmy kategorig¢ derywacji homogenicznych:
(Df. 30) X € Dryon(U) =x€ Dr(U) A [(In) (Vy)ly € Q*(x) > (T z)(ze Uny
="2)]

W éwietle (Df. 30) derywacje o postaci: < *x, {"xy,..., "xn}>, < *x, @>, sq dery-
wacjami homogenicznymi, o ile x, Xi,..., X, € U. Drugi wypadek zachodzi, gdyz
Q*(x) = @, dla < *x, @> e Dr(U). A skoro tak jest, to (Vy)[y € Q*x) = 3 2)(z €
Unry="z).

Zdefiniujmy funkcj¢ stopnia singletonizacji przyporzadkowujaca elementom
zbiorow: Sing(U), Ptg(U), Dr(U) liczby naturalne w nastgpujacy sposob:

(Df.31) (1) x € Sing(U) — [Spp(x) =n=(Fy)(y € Urx="y)];
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2) xe PglUyrx#0 — {Stp(x)=n=[Ty)ye x Ay e Sing( U)
ASIp(y) =n) A (Vy)(y € x = ~Sip(y) > n)]};

(3) Stp(D)=0;

@) xe Dr(U) > [Stp(x) = Max[Stp(C(x)), Stp(Q*(x))].

Stopien singletonizacji danego singletonu jest liczba naturalna wskazujaca na
ilo$¢ iteracji wymaganych do wygenerowania danego singletonu z elementu zbioru
U. Stopien singletonizacji danego zbioru singletonow jest najwigksza liczba sposrod
liczb bgdacych stopniami singletonizacji singletonow nalezacych do danego zbioru.
Stopien singletonizacji danej derywacji jest identyczny ze stopniem singletonizacji
jej argumentu, o ile jest on wigkszy lub rowny stopniowi singletonizacji wartosci da-
nej derywacji, badz jest identyczny ze stopniem singletonizacji wartosci danej dery-
wacji, o ile jej stopien derywacji jest wigkszy lub rowny stopniowi singletonizacji
argumentu danej derywacji. Na przyktad, Stp(< *x, @>) =k, gdyz Stp(D) = 0.

Kategoria Dry,,,(U) stanowi podstawe definicyjna dla kategorii derywacji o n-tym
poziomie glgbokosci:

(D£.32)  x e Dr'(U) = {x € Druon(U) A (VK)[SP(QX)) = k — Stp(Q*(x)) =
n +kJ}.

Poziom gl¢bokosci mozna wyznaczy¢ jedynie dla derywacji homogenicznych,
ktorych stopien singletonizacji argumentu nie jest wigkszy od stopnia singletonizacji
warto$ci. Takie derywacje nazwijmy naturalnymi.

(Df. 33) X € Dr,,,(U) = (3n) x € Dr'(U).

Moéwiac metaforycznie, derywacje naturalne sa derywacjami ,,prowadzacymi od
danego singletonu do zbioru singletondéw tak samo lub bardziej skomplikowanych”.
Derywacje, ktorych wartoscia jest zbidr pusty, nazwijmy derywacjami niedokonczo-
nymi:

(Df. 34) X € Dryg(U) = x € Dr(U) A Q*(x) = Q.

Definicja zbioru 7r*(U) (wyrdznionych transformacji) przedstawia si¢ nastgpu-
jaco:

(Df. 35) <o, B>e Tr¥(U)= (1) <a,p>e Tr(U) A

(2) @)[x e aaxe Dr(U) U Dr,g(U)u U] A

(3) (VX)[x B — xe Dr'(U) U Dryul U)] A

4 (Vyly e B - @)(x e oA~ Sp(x) >
Stp(y))] A

(S) (Vlye PArQy) e lU—-Ex)xe an
(Qx)=Q(y) vx=Q(y))] A

6) (Vy)ly € B — [(Vx) (x € o0 > ~ Stp(y) >
Stp(x)) = (Fz)(z € oA (2) = Q(y))]].
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Przyktad transformacji nalezacej do zbioru Tr*(U) jest nastgpujacy: o ile x, x;,
X2 X3 € Ut <{<x, {'x1, '%0}>, <x3, @>}, {<x, {*x1, *%0)>, <%, {x}>}>. Sprawdz-
my wigc, dla przyktadu, czy spelnione sa warunki (1) — (6). Zauwazmy: (1) <x,
{'x1, '%2}> € Dr', (2) <x, {*x1, *x}>e D', (3) <), {"x}> € D¢\

Kazda z tych par jest derywacja, gdyz ich pierwsze elementy naleza do Sing(U), drugie za$
elementy — do Ptg(U). We wszystkich trzech wypadkach elementy nalezace do wartosci de-
rywacji sa zbudowane z singletonéw o tym samym stopniu singletonizacji. Zatem wszystkie
wymienione derywacje sa derywacjami homogenicznymi. We wszystkich trzech przyktadach
stopien singletonizacji wartosci jest wyzszy o jeden od stopnia singletonizacji argumentu. Za-
tem zgodnie z definicja D" analizowane derywacje naleza do Dr'. ¢

Ponadto, zgodnie z (Df. 34) mamy: (4) <xs, @> € Dr,u(U). Para < {<x, {'x,
Xob>, <xs, @>Y, (<%, {*x, *xo3>, <k, {’x}>} > jest wigc transformacja, gdyz zbio-
ry {<x, {'x1, '%2}>, <x3, @>}, {<’x, {*x1, *%o}>, <k, {’x}>} sa zbiorami derywacji.
Spetliony jest wiec warunek (1) w definicji Tr*(U). Ponadto, spelnione sq warunki
(2) i (3) tejze definicji, gdyz wszystkie derywacje konstytuujace badang transforma-
cje naleza do Dr'(U) U Dr,u(U).

Zauwazmy: Stp(<x, {'x;, 'x2}>) = 1, Stp(<x;, @>) = 0, Stp(<’x, {*x, *x,1>) = 4, Sep(<x,
{"x}>) = 7. Stopien singletonizacji zadnej z derywacji nalezacej do argumentu danej transfor-
magcji nie jest wyzszy od stopnia singletonizacji kazdej z derywacji nalezacej do wartosci ana-
lizowanej transformacji. ¢

Spetliony jest wigc warunek (4) w definicji Tr*(U). Poniewaz zaden z elemen-
tow: Q (<°x, {*x1, *x2}>), Q(<’x, {’x}>), nie nalezy do U, wigc spetniony jest waru-
nek (5). Poniewaz stopien singletonizacji dowolnego elementu ze zbioru {<’x, {*x,,
*xo1>, <, {"x}>} jest wyzszy od stopnia singletonizacji kazdego z elementow zbio-
ru {<x, {'x;, 'x,}>, <x3;, @>}, wiec w warunku (6) podformuta: (Vx) (x € o0 — ~
Stp(y) > Stp(x)), jest falszywa, a zatem warunek (6) jest spelniony przez badana
strukture.

Przykladem transformaciji, ktora nie nalezy do Tr*(U), jest nastepujaca: < {<°x,
{'x}>, <’x, @>}, {< %%, {'x}>}> W tym wypadku nie jest spelniony warunek (4),
gdyz Stp(<°x, {’x}>) = 7; Stp(<x, @>) = 5 i Stp(<’x, {'x}>) = 1, czyli: Sp(<’,
{x}>) > Stp(<"x, {'x}>) i Stp(<’x, D>) > Sip(<"x, {'x}>).

LDD-modele zdefiniujemy jako pary uporzadkowane o postaci: <Tr(U), Tr*(U)>:

(Df.36)  My=<Tr(U), Tr*U)>

Kazdy wigc niepusty zbiér elementéw generuje LDD-model. Jesli U jest zbiorem
jednoelementowym, to wowczas LDD-model generowany przez U bedzie okreslany
jako model liniowy.
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5.2. Warto$ciowanie w LDD-jezykach

Funkcja warto$ciowania wyrazen dowolnego LDD-jezyka w LDD-modelu gene-
rowanym przez uniwersum U jest dowolna funkcja, ktora spetnia wyznaczone defi-
nicyjnie warunki. A wigc z kazda para typu: <J pp, My> moze byé skorelowanych
wiele funkcji warto$ciowania. Skoro dowolny LDD-jezyk jest trojpoziomowy —
wyrdzniamy poziom wyrazen leksykalnych, poziom wyrazen derywacyjnych oraz
poziom wyrazen transformacyjnych — wigc funkcja warto§ciowania bgdzie posia-
data dla kazdego poziomu odmienny mechanizm przyporzadkowywania elementéw
wymienionych pozioméw do elementéw w strukturze modelowej My. 1 tak wyraze-
niom leksykalnym (stalym lub zmiennym) sa przyporzadkowywane elementy zbioru
Sing(U), wyrazeniom derywacyjnym — elementy zbioru Dr(U), formutom za$ trans-
formacyjnym — elementy zbioru Tr(U). Zdefiniowanie funkcji VAL; s, Wymaga
wprowadzenia pewnego technicznego pojgcia, mianowicie funkcji homogenizacji:

(Df. 37) (1) xe U—- h(x)={x}
(i) x € DrU) — h(x) = {x}
(iii)) x € DHU) — h(x) =x.

Funkcja homogenizacji & przeksztatca element uniwersum U na jego singleton.
W ten sam sposob funkcja # dziata na derywacje. Natomiast w aplikacji do zbioréw
derywacji zachowuje si¢ jak funkcja tozsamos$ciowa.

Niech L begdzie zbiorem wszystkich wyrazen leksykalnych dowolnego LDD-
jezyka, °L, ..., *L beda podzbiorami L konstytuujacymi korespondujace poziomy de-
rywacyjne, L, za$ zbiorem pozalogicznych statych leksykalnych réznych od stalej
stop; niech Der bedzie zbiorem niesuperponowanych wyrazen derywacyjnych, Der.
sup Za§ — zbiorem superponowanych wyrazef derywacyjnych, a Trans — zbiorem
wyrazen transformacyjnych. Wowczas powiemy, ze funkcja warto§ciowania LDD-
jezyka spetnia nastgpujace warunki:

(Df. 38) (1) VAL yw) < [(L X Sing(U)) U (Der x Dr(U)) U ( Trans x Tr(U))];

(2) "oe LA"a#‘0 - (3x, x e U)[VAL; M) (") = "x];

(3) (Vi) VAL yy(‘0’) = J;

4) "o € Lewe— (3x,x€ U)(Vi)[VALi,M(U)(HOL) ="%];

(5) a['0’] € Der — VAL; yw) (0[°0°]) = < VAL puy (00), VAL p0)
(°0°)>;

(6) ofPi,....0ul € Der AP O A ... ABa#E O A {Py....0a} €L —
VAL; yw) (@UB1,....Bal) = < VAL y (@), {VAL; s (B)---
VAL my(Bn)}>;

(7) o€ Dery,,— VAL; yuy(0) = {x; @ B)B € A(ox) A Be Der nx =
VAL mw)(B)};
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(8) [(11,...,0(,1 /! Bl,...,Bi] € Trans — VALl M) ([al,...,(xn /! B[,...,Bk])
= < h(VALl’ M(U) ((X,l)) U ... U h( VALL M) ((X,n)), h(VALl, MU)

B)) v ... U A(VAL; yw) (Bo)>.

Pierwszy warunek w (Df. 37) ma charakter ogolny i okresla dziedzing i przeciw-
dziedzing funkcji warto§ciowania. Zgodnie z drugim warunkiem, dowolnemu wyra-
zeniu leksykalnemu n-tego poziomu derywacyjnego, roznemu od statej stop, funkcja
wartosciowania przyporzadkowuje pewien obiekt nalezacy do uniwersum sing(U),
ktérego stopien singletonizacji wynosi wlasnie n. Trzeci warunek wyraza to, ze stalej
stop kazde wartosciowanie zawsze przyporzadkowuje zbior pusty. Warunek czwarty
stwierdza to, ze kazda funkcja warto$ciowania dla statych leksykalnych, réznych od
stalej stop, zachowuje sig sztywno, czyli ze zawsze przyporzadkowuje danej stalej
ten sam obiekt o odpowiednim stopniu singletonizacji (korespondujacym z poziomem
derywacyjnym statej). Cztery ostatnie warunki wyznaczaja to, w jaki sposob funkcja
warto$ciowania przyporzadkowuje warto$¢ (odpowiednio: derywacje oraz transfor-
macje generowane przez U) wyrazeniom derywacyjnym oraz transformacyjnym.

Niech nastgpujacy przyktad stanowi egzemplifikacj¢ obliczania wartosci logicz-
nej dla wyrazenia transformacyjnego o postaci: [°Z, *1[0] // *I[°L, °1]]".

Niech U = {x}. Zatem: (1) VAL; st (‘ °7’) =X, (2) VAL, p0 (‘0°) = @, (3) VAL; pey (1) =
’%, (4) VAL y) (¢ 1) = *x, (5) VAL;, oy (° °1) =, (6) VAL; yay ( 1 °) = x. Nastepnie
obliczamy wartosci dla wyrazen derywacyjnych: (7) VAL; s, (* *1[0]") = < VAL s (1),
VAL; y0)(‘0°) >, (8) VAL, sy (* “IPL “I]’) = < VAL; sy (¢ *), {VAL; sy (1), VAL,
mw (¢ 31°)} >. Obliczamy wigc warto§¢ dla wyrazenia transformacyjnego: (9) VAL; p( °,
Y01 // MPL PNP) = < B(VAL; wy (¢ °P)) O B(VAL; yy (¢ *101), R(VAL; iy (¢ 1P,
5I]]’))>. Stosujac (7) 1 (8), a takze definicj¢ funkcji A, do (9) otrzymujemy: (10) VAL; M(U)(‘[Ol,
1101 /7 *1PL°01°) = < (VAL my ( 1)} U {< VAL my (), VAL m(© 0°°) >}, {< VAL
) C 1), {VAL; oy (4 °1), VAL sy (¢ °1°)} >} >. Stosujac do (10) réwnosci: (1), (2), (3),
(), (5), (6) otrzymujemy: (11) VAL, sun( ‘[’ 21101 // *IPL °N)°) = < {x, < x, @ >}, {<*x,
£x, *x}>} >. A poniewaz {x, °x} = {’x}, wigc otrzymujemy: (12) VAL y0y( ‘[L, *1[0] // *I[’,
M) =< {x, <’x, D>}, (<, Px)>) >

Latwo zauwazyé, ze < {x, <°x, @ >}, {<*x, ’x}>} > e Tr(U), gdyz {x, <’x, @
>} € DHU) VU oraz {<*x, {’x}>} c Dr(U), czyli < {x, <’x, @ >}, {<*k, {’x}>} >
e (2P0 Y) % (27", Okazuje sig rowniez, ze < {x, <’x, @ >}, {<*k, {’x}>} > €
Tr*(U).

Pojecie warto$ciowania stuzy do zdefiniowania pojgcia prawdziwosci w modelu
My oraz tautologicznosci jako prawdziwosci w kazdym modelu My. Definicje wy-
mienionych poj¢¢ przedstawiaja si¢ nastgpujaco (niech Prawda(My) bgdzie zbiorem
wszystkich prawdziwych formut transformacyjnych w danym modelu, Taut zas zbio-
rem wszystkich tautologii LDD-logiki):

(Df. 39) o€ Prawda(My) = (Vi) VAL yy( ) € Tr*(U);
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(Df. 40) o€ Taut=(V U) o€ Prawda(My).

Formuta transformacyjna jest prawdziwa w modelu My wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego warto$ciowania w tym modelu jej wartoscia jest transformacja wyroz-
niona, ktéra jest generowana przez uniwersum U. LDD-teorie ,,wybieraja” wigc ze
zbioru transformacji generowanych przez dane uniwersum elementéw pewien pod-
zbidr transformacji o okreslonych wlasciwosciach formalnych. LDD-logika opisuje
wigc mechanizm inferencyjny teoriomnogosciowego konstruowania par uporzadko-
wanych o pewnych osobliwych wlasciwosciach.

5.3. Pelno$¢ LDD-logiki

Mozna wykaza¢, ze LDD-logika jest petna w tym znaczeniu, ze kazda jej tauto-
logia jest dowodliwa (zaktadamy, ze jezyk LDD-logiki obejmuje zmienne leksykalne
kazdego poziomu derywacyjnego):

(T. 36) (Va)[LDDF- a=a e Taut].

Dowadd twierdzenia o pelnosci LDD-logiki bedzie przebiegat dwuetapowo. Naj-
pierw zostanie udowodnione twierdzenie: (Vo)[LDD- o — o € Taut], a potem:
(Vo) [0 € Taut — LDDr+ ). Dowodzac: (Vo)[LDDF- o — o € Tauf], nalezy udo-
wodni¢ wszystkie warunki definicyjne dla Tr*(U), ktéra to z kolei kategoria jest
uzyta w definicji LDD-tautologii:

(T 37) (val,...,an) (le,. . .,dk) (v 1)[LDDF— [0(1,. . ,(Xn// dl,. ..,dk] 4 VALi,M“/)
(al,...,an// d],...,dk) € TF(U)]

Dowdd: Zatézmy: (1) LDDF [ou,...,00, // dy,...,dy]. Z (1) wynika: (2) [0u,...,00, // di,...,di] €
Trans. Z (2) i warunku (8) w definicji wartoSciowania wyprowadzamy: (3) VAL,
([(Xl,.. 0l /] d],. ..,dk]) = <h(VALi! M(U) ((X,])) U... U h( VALiY M(U) ((X,n)), h(VALh M(U) (d])) U ...
U h(VAL; ) (d))>. Z definicji funkcji h, (2) i definicji warto$ciowania dostajemy: (4)
h(VALl, M(U) ((Xl)) U ... U h( VALi’ M(U) ((Xn)) C Dr(U) U U, (5) h(VALL M(U) (dl)) v ... U
h(VAL; yv, (dv)) < Dr(U). Z (3), (4) i (5), na mocy definicji Tr(U), wynika: (6) VAL, y1
Oy, 00/ dy,...idy) € Tr(U)] ¢

(T. 38) (You,....00) (Vdi,....dy) (V D[LDDE [0y...,0n /) diy.. ] — @X)[x €
h(VAL,’ M(U)( o 1)) U... VU h(VALl’ M(U)((xn)) AXE DI‘I(U) |\ Dl’ndk(U)
v U]].

Dowod: Zatéozmy: (1) LDDF [ou,...,00,// di,...,d]. Z (1) oraz pierwszego warunku LDD-do-
wodliwosci wynika: (2) {a,...,0,} < ’L U Der u Der,,,. Z definicji wartoSciowania wnio-
skujemy: (3) VAL; a0, ...,00 // di,....d) = < h(VAL; () U ... U h(VAL; p(0)),
h(VAL; p(d))) U ... U h (VAL; pu)(di)) >. Na mocy (T. 24): (V n, k)(Vd) [d € Der U Der.
sup A Q(d) € kL A Q*d)c"LA(m=kvn—k>1)—~(3d)(d; € Der U Der,,, ALDDF (d
/1 d;)], przez transpozycje, wyprowadzamy: (4) (V n, k) (V o)[(3d))(d; € Der UDerg,, A LDD-
(o// d) — (0 Der UDery,, v Q) & v ~Q*o) c "Ly ~(n=kvn—k>1)].Z (1) wyni-
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ka: (5) (3d))(d; € Der U Dergy, A LDDF (O n>n>1// d). Z (4)1(5) odrywamy: (6) Oy nsh>1
¢ Der UDery, v Q( Ohpsnz1) & "LV ~Q*(0 nons) C"LV ~(n=kvn—k>1).

Zat6zmy dodatkowo: (6.1) O n>n>1 € Der UDery,,. Zatem z (6.1) oraz (2) wynika: (6.2)
Ohn>h>1€ °L. Z definicji funkcji wartoéciowania oraz z (6.2) otrzymujemy: (6.3) VAL;
MW\ Oh n>h>1) € U. SKOro 0y o> h>1 jest w zbiorze {ou,...,00}, to: (6.4) h(VAL; (O, n>n>
1) € h(VAL; p0p(04)) U ... U B(VAL; p)(0W)). Z (6.4), (6.3) i definicji funkcji & wynika:
(65) VALi, M(U)((th, n>h> ]) € h(VALl’ M(U)(Ocl)) U... U h(VALl’ M(U)((Xn)) Z (63) oraz (65)
dostajemy: (66) (HX)[X € h(VALl, M(U)((xl)) U...V h(VALl,M(U)((Xn)) A XE Dl"l(U) U Dr,,dk(U)
U U]. Zatem z (6.1) i (6.6) mamy: (7) O n>n>1 € Der UDery,,. — (Ax)[x € h(VAL; p1(041))
U ... U B(VAL; y0)(0)) A x € DrFY(U) U Dr,(U) L U.

Zat6zmy dodatkowo: (7.1) O > > 1 € Der UDerg,,. Z (7.1) wynika: (7.2) Q(0ly 5> 1)
e*L, (gdyz kazde wyrazenie derywacyjne posiada swoj argument i swoja warto$é). Zatem
z(7.1), (7.2) i (6) dostajemy (7.3) ~Q*(0ty, n>n>1) € "LV ~m=kv n—k>1). Zatézmy do-
datkowo: (7.3.1) ~(n=kv n—k>1). Z (7.3.1), (7.2) oraz definicji parametru glgbokosci wy-
nika: (7.3.2) Oy n>ns1 € Der'. Z (7.3.2) oraz warunku w definicji warto$ciowania mamy:
(733) VALi, M(U)((xh, n>h> 1) € Drl(U) U Dr,,dk(U). Skoro Ohn>h>1 jest w zbiorze {(Xl,. . .,(Xn},
to: (734) h(VALl’ M(U)(ah, n>h> 1)) C h(VALl, M(U)(al)) U ...V h(VALl’ M(U)(an)) Z (731)
wyprowadzamy: (7.4) ~(n = kv n— k> 1) = (@x)[x € h(VAL; yu(o)) U ... U h(VAL;
mw(On)) A X E Drl(U) U Dr,g(U) L U]. Zatézmy dodatkowo: (7.4.1) ~Q*(04, n>n>1) < "L.
Opuszczajac kwantyfikator w (5) dostajemy: (7.4.2) LDDF (O, n>h>1// d)). Zatem O psn>
jest LDD-aktywne logicznie. Stad na mocy (7.1) i (7.4.2) wyprowadzamy: (7.4.3) Oy n>h>1 €
Dery,,. Stosujac definicje warto$ciowania do (7.4.3), dostajemy: (7.4.4) VAL; 4y0)(Oh, n>n>1)
= {X, (3 B)(B € A((Xh, n>h> 1) A B € Der n X = VALi, M(U)(B)} Z (744) i faktu, ze Oy, n>h>1
jest w zbiorze {0i,...,0,} wnioskujemy (gdyz na mocy definicji funkcji 2 mamy h(VAL;
mw O nznz1) = X @ B)B € A, nzn>1) A B € Der A x = VAL yw(B)}): (7.4.5) h(VAL;,
M)y (O, n 21> 1) © B(VAL; yp(0n)) U ... U h(VAL; yp(0n)). Ostatecznie z (7.4.1) oraz
(7.4.5) wyprowadzamy: (7.5) ~Q*(0h n>n> 1) € "L = (3x)[x € A(VAL; yp(04)) U ... U
h(VAL; yu)(0m) AX € Dr'(U) U Dr,y(U) L U]. Z (7.3), (7.4) oraz (7.5) wynika: (7.6) (Ix)[x
€ h(VAL; pu)(01)) U ... U B(VAL; y)(0m) AX € Dr'(U) U Dr,q(U) U U]. Stad ostatecznie
z (7.1) i (7.6) mamy: (8) Oy n>n>1 € Der UDery, "L — (Ax)[x € A(VAL; pp(0n)) U ... U
h(VAL; p0)(0) AX € Dr'(U) U Drog(U) U U). Z (7) i (8) dostajemy: (9) Ax)[x € h(VAL;,
M(U)((xl)) U...V h(VALl, M(U)((xn)) ANXE Drl(U) U Dr,,dk(U) U U] .

(T 39) (Vd[,,dk)(v 1)[LDD|— [(X[,...,(Xn /! dl,. ..,dk] 4 (VX)[X € h(VALl’ M(U)
(d) U ... U h(VAL; y) (d)) = x€ Dr'(U) U Dryu( U)]].

Dowoéd: Zatozmy: (1) LDDF [ay,...,00// dy,...,d], (2) X € h(VAL; ) (d1)) © ... U h(VAL;
mw) (d)). Z (1) wynika: (3){d,,....dx} < Der' U Derlw, (tak jest, gdyz wszystkie reguty LDD-
dowodzenia pozwalaja jedynie na wyprowadzanie zbiorow wyrazen derywacyjnych, dla kto-
rych parametr glgbokosci przyjmuje warto$¢ jeden). Skoro funkcja h przeksztalca derywacje
(bedace wartosciami od funkcji wartoSciowania wyrazen derywacyjnych) w zbiory jednoele-
mentowe tychze derywacji, w aplikacji za$ do zbioréw derywacji bedacych zakresami dekom-
presji derywacji superponowanych (i jednoczesnie wartosciami tychze derywacji) jest funkcja
tozsamos$ciowa, to z (2) i (3) wynika: (4) x& Dr'(U) U Drua U) (tak jest, gdyz kazde wyra-
zenie derywacyjne o parametrze glgbokosci jeden posiada warto$¢ w postaci derywacji niedo-
konczonej lub derywacji z poziomu glebokosci rownego jeden) ¢
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(T 40) (V(ll,. . .,OCn) (le,. . .,dk) (Vl)[LDDI— [(X[,. o0l /! dl,. . .,dk] 4 (Vy)[y €
h(VALl, M(U) (d[)) U ... VU h(VALl, M(U) (dk)) - (HX)(X S h(VALl, M(U)
(01)) U ... U h(VAL; p(0)) A ~ Stp(x) > Stp(y))]].

Dowoéd: Zatozmy: (1) LDDF [auy,...,00// dy,...,dd], (2) y € h(VAL; y)(d))) © ... U h(VAL;
my (@)). Z (1)1 (2) wynika: 3) y € Dr\(U) (tak jest, gdyz w LDD-logice aktywnymi logicz-
nie wyrazeniami derywacyjnymi sa wyrazenia o parametrze glgbokosci rownym jeden, a ich
warto$ciami z uwagi na funkcje VAL ) sa derywacje niedokonczone lub derywacje z po-
ziomu glebokosci rownego jeden). Z (3) i (2) wynika: (4) (Ad) (3d;, k= i 21)[y = VAL; s (d)
A d e Ad)). Z (4) dostajemy: (5) y = VAL; s (@), (6) dy € A(d;). Zatézmy dodatkowo:
(6.1)d,=d;. Z (1) i (6.1) wnioskujemy: (6.2) LDD+ [o.,...,0, // d}]. Poniewaz reguty dowo-
dzenia prowadza od wyrazen derywacyjnych danego poziomu derywacyjnego do wyrazen
poziomu derywacyjnego wyzszego lub réwnego poziomowi wyjSciowemu, wigc otrzymuje-
my: (6.3) (3x)(x € A(VAL; muyon) U ... U B(VAL; yw)(tw) A ~ Stp(x) > Stp(y))
(zauwazmy, ze poziom derywacyjny wyrazenia derywacyjnego wyznacza stopien singletoni-
zacji jego warto$ci (bedacej derywacja z uwagi na funkcje¢ VAL pqp)) W taki sposob, ze im
wyzszy poziom derywacyjny tym wyzszy jest stopien singletonizacji wartosci wyrazenia de-
rywacyjnego). Zatozmy dodatkowo: (7.1) d; # d;. Z (7.1) i (6) dostajemy: (7.2) d; € Dery,
Z (1) i (7.2) wynika: (7.3) LDDF [a,...,0, // d;]. Jesli wyrazenie derywacyjne d; jest otrzy-
mane z jakich§ wyrazen derywacyjnych ze zbioru {a,...,0,}, poprzez zastosowanie reguly
(Unif) o ksztateie: © = (o™ Bi..y "Bieees "Bids "BIT00. ., TS] M "By
MBS, ., 28l .., " Bil), to poniewaz stopieni singletonizacji wartosci dowolnego wyra-
zenia derywacyjnego nalezacego do zakresow dekompresji wyrazefi: "o 'By..., "B ..,
18,1 oraz B[, "8 nie jest wyzszy od stopnia singletonizacji wartosci dowolnego
wyrazenia derywacyjnego nalezacego do zakresu dekompresji superponowanego wyrazenia
o postaci: "o["'B ..., " Bi["?8...., "28i],..., " Bil, zatem z (5), (6) i (7.3) mamy: (7.4) (Fx)(x
€ h(VAL; y) (o)) U ... U h(VAL; p0(00)) A ~ Stp(x) > Stp(y)). Z (6.3) i (7.4) wynika: (8)
Fx)(x € (VAL p1(04)) U ... U B(VAL; p07(00)) A ~ Stp(x) > Stp(y)). ¢

(T. 41) Vou,...,on) (Vd,...,dy) (V 1)[LDD- [ou,...,00 // di,....di] = (VY)y
€ h(VAL; pwy (d) U ... U h(VAL; ) (di)) A Q(y) € U — (Ix)(x €
h(VAL; yy(0 1) U ... U B(VAL; poy( 0) A (QX) = Q(y) v x =
Qy)]]-

Dowoéd: Zatézmy: (1) LDDr [oiy,...,00 // dy,....d], (2) y € h(VAL; yw, (d) © ... U
K(VAL; vty (d), (3) Q) € U.Z (2) i (3) wynika: (4) Gd)[y = VAL, ) (d) A Qd) € 'L].
Z (4) otrzymujemy: (5) y = VAL; y (d)), (6) Q(d;) € ’L Z (2), (3), (5) i (6) wynika: (7) d; €
{dy,....di} v (d; € Ady) A dy, €l{d,....d} ~ d; # d). Zalozmy dodatkowo: (7.1) d; €
{d,,...,dy}. Zatem, na mocy (1), d; jest wyprowadzalne z takiego o; nalezacego do {a.y,...,00,},
czyli (7.2) oz € {oy,...,00}, ze: (7.3) Q(d) = Qo) v o5 € °L (tak jest, gdyz: (i) reguty (Mult),
(Dest), (Int), (Elim) nie wyprowadzaja poza zbioér wyrazen derywacyjnych o tym samym ar-
gumencie; (ii) a skoro na mocy (6) Q(d;) € °L, to niemozliwe jest wyprowadzenie d; z jakie-
go$ wyrazenia derywacyjnego na mocy regul: (Trans), (Unif), (Dezint); zatem d; moze by¢
wyprowadzalne na mocy reguly (Start) z jakiego$ elementu leksykalnego o; € °L). Zatozmy
dodatkowo: (7.3.1) Q(d;) = Q(0y). Z (7.3.1) wynika: (7.3.2) Q (VAL; m) () = Q (VAL; yp)
(01)). Z definicji funkcji k oraz (7.2) wynika: (7.3.3) VAL; y) (04) € B(VAL; yp(0 1)) U ...
U h(VAL; pu)( 0w)). Z (7.3.2) i (7.3.3) otrzymujemy: (7.3.4) (Ix)( x € h(VAL; py(o 1)) U
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. U A(VAL; py( 0w)) A (Q(x) = Q(y) v x = Q(y))). Zatem z (7.3.1) i (7.3.4) wnioskujemy:
(7.4) Q(d)) = Qo) = (@x)(x € h(VAL; pp(0t 1)) U ... U B(VAL; pr0(0)) A ((x) = Q(y) v
x = Q(Y))). Zatézmy dodatkowo: (7.4.1) o; € L. Skoro d; jest wyprowadzalne z 0, to na mocy
(7.4.1) d; jest wyprowadzalne z o; w wyniku zastosowania reguly (Start); zatem dostajemy:
(7.4.2) o; = Q(d). Z (7.4.2) i (7.4.1) wynika: (7.4.3) VAL sy (04) = Q (VAL; yu) (d))). Po-
nadto z definicji funkcji & oraz (7.2) wnioskujemy: (7.4.4) VAL; ) (04) € A(VAL; pp(0i))
U ... U h(VAL; p0)(0w)). Z (4), (3) i (7.4.4) wynika: (7.4.5) (Ix)(x € h(VAL; y)( 0 1) U ...
U h(VAL; y)(0n) A (Q(x) = Q(y) v x = Q(y))). Z (7.4.1) i (7.4.5) otrzymujemy: (7.5) o, €
'L — 3x)(x € h(VAL, mo(0 1) U ..o U R(VAL; yo)(0n) A (Q(X) = Q(y) v X = Q(y))).
Z(7.3), (7.4) i (7.5) odrywamy: (7.6) (Ax)(x € A(VAL; yy(0 1)) U ... U h(VAL; y0)(0n)) A
(Qx) =Q(y) v x=Q(y))). Zatem z (7.1) i (7.6) wyprowadzamy: (8) d; € {d,...,d} = (Fx)(x
€ h(VAL; yu)( 1)) U ... U h(VAL; p)(0)) A ((X) = Q(y) v x = Q(y))). Zalézmy dodat-
kowo: (8.1) d; € A(d)) A dj €{d,,....d} A di#d,. Z (8.1) wynika: (8.2) d, € Der,,. Skoro dj,
jest superponowanym wyrazeniem derywacyjnym na mocy (8.2), to skoro d; € A(d)), to
otrzymujemy: (8.3) d; € {Q,...,0,} Vv (d; € A(o) A 0; € {04,...,0,}). Zatdzmy dodatkowo:
(8.3.1)d; € {0u,...,00,}. Z (8.3.1) i (5) wynika: (8.3.2) y € h(VAL; w0 1)) U ... U h(VAL;
mw)(0n) A (Q>y) = Q(y) vy =Q(y)). Z (8.3.2) dostajemy: (8.3.3) (Ix)(x € h(VAL;, pv)(01))
U ... U A(VAL; yo)(0m) A (2(x) = Q(y) v x = Q(y))). Z (8.3.1) i (8.3.3) wyprowadzamy:
(8.4) d; € {ou,...,00,} = (X)X € A(VAL; p0(04)) U ... U B(VAL; p0(00)) A (Q(x) = Q(y)
v x = Q(y))). Zatézmy dodatkowo: (8.4.1) d; € A(ow) A o€ {ay,...,00}. Z (5), (8.4.1) i defini-
cji warto$ciowania wynika: (8.4.2) y € h(VAL; yv)(04)). Z (8.4.1), (8.4.2) wynika: (8.4.3) y €
h(VAL; 30(04)) U ... U B(VAL; p0y(0)) A ((y) = Q(y) v y = Q(y)). Dolaczajac kwantyfi-
kator szczegotowy do (8.4.3), dostajemy: (8.4.4) (Ix)(x € A(VAL; pun(® 1)) U ... U h(VAL;
mw)(0n)) A () = Q(y) v x = Q(y))). Zatem z (8.4.1) i (8.4.4) wnioskujemy: (8.5) d; € A(c)
AOGE {0,...,0n} = (@x)(x € A(VAL; yu)(0t 1)) U ... U B(VAL; y0)(0)) A (Q(x) = Q(y) v x
= Q(y))). Z (8.3), (8.4) i (8.5) wynika: (8.6) (Ix)( x € A(VAL;, puy(0)) U ... U h(VAL;
mw(0) A ((x) = Q(y) v x = Q(y))). Z kolei z (8.1) i (8.6) dostajemy: (9) d; € A(d)) A dj
(S {d],. ..,dk} A dl'-'/t dh d (EIX)(X € h(VALl’ M(U)((x 1)) U...v h(VALl, M(U)((xn)) A (Q(X) = Q(y)
v x=Q(y)). Z (7), (8) i (9) wnioskujemy: (10) (3x)( x € h(VAL; y)(0t)) U ... U h(VAL;
(@) A (QX) = Q(y) v x = Q(y))) ®

(T. 42) (V0u,....0n) (Vdiy....d) (Y D) {LDDk [0u....00// duy....d] — (Vy) [y
e h( VAL, sy (d) U ... U h(VAL; s (d) =[(Vx)(x € h(VAL;
mo(0 1) U ... U A(VAL; mo( 00)) = ~ Stp(y) > Stp(x)) — (Fz)(z €
h(VAL; ypy(00 1)) U ... U B(VAL; p0p(0)) A Q(2) = Q(y))]]}-

Dowdd: Zatozmy: (1) LDDr [ouy,...,00// dy,....di], (2) y € h( VAL; pe) (d))) © ... U h(VAL;
Mo (@), (3) (Vx)(x € h(VAL; yuy(0 1)) U ... W h(VAL; yu( o)) = ~ Stp(y) > Stp(x)).
Z (2) wynika: (3) [y = VAL puy (dp) A dp € {dy,....di} Ady € Der'] v [y = VAL;, ) (d) A
3d)(d, €eA( d) A de {d\,....d}~ die Dery,)] (y jest wartoScia od funkcji warto$ciowania
jakiego$ niesuperponowanego wyrazenia derywacyjnego ze zbioru {d,,...,d;} lub y jest warto-
$cia od funkcji warto$ciowania jakiego$ wyrazenia derywacyjnego nalezacego do zakresu de-
kompresji jakiego$ superponowanego wyrazenia derywacyjnego ze zbioru {d,...,d\}). Za-
16zmy dodatkowo: (3.1) y = VAL, pp) (dp) A dy € {d,,....dk} Adp € Der'. Z (1)1 (3.1) wyni-
ka: (3.2) LDDv [oy,...,00 // dy). Poniewaz dy, € Der', wiec: (3.3) dy, jest uzyskany z ou,...,04
w wyniku stosowania regul: (Mult), (Elim), (Dest), (Intr), (Start), (Dezint).
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Jesli dy jest uzyskany z auy,...,0, w wyniku stosowania (Mult), (Elim), (Dest), (Intr), to do-
stajemy: (3.3.1) @[ € {0,...,0n} A Qo) = Q(dy)] (tak jest, gdyz wymienione reguly nie
wyprowadzaja poza poziom leksykalny argumentéw wyrazen derywacyjnych). Z (3.3.1) ma-
my: (3.3.2) 0, € {04,...,0,} A Qo) = Q(dy). Niech: (3.3.3) VAL; y)0,) = z;. Zatem
2 (3.3.2)1(3.3.3) wynika: (3.3.4) z; € h(VAL; yu)(0)) U ... U B(VAL; y(0ty)). Jesli dy, jest
uzyskany z 0.,...,0,, w wyniku stosowania (Mult), (Elim), (Dest), (Intr), to: (3.3.5) o, € Der!
(wymienione reguly dziataja bowiem wylacznie na niesuperponowanych wyrazeniach dery-
wacyjnych). Z (3.3.5) i (3.3.2) Q(o,) = Q(dy), a takze (3.3.3) i (3.1) y = VAL s (dp), otrzy-
mujemy: (3.3.6) Q(z) = Q(y). Z (3.3.6) i (3.3.4) mamy: (3.3.7) (Fz)(z € h(VAL; y)(0i)) U
... U M(VAL; yw(0n) A Q(z) = Q(y)). Z (3.3.1) i (3.3.7) wyprowadzamy: (3.4) (Joy)[c; €
{ou,...,00} A Qo) = Q(dp)] = (Fz)(z € A(VAL; pu(04)) U ... U B(VAL; p0y(00)) A Q(z) =
Q(y)).

Jesli dy, jest uzyskany z a,...,00, w wyniku stosowania (Start), (Dezint), to dostajemy:
(3.4.1) Ao € {0y,...,00} A (o) € "L v oy € °L)]. Z (3.4.1) opuszczajac kwantyfikator,
na mocy (Def. 38 i Def. 32) oraz tego, ze reguta (Dezint) operuje na superponowanych wyra-
zeniach derywacyjnych, otrzymujemy: (3.4.2) [Stp( VAL yqp) () = k A k> n] v Stp( VAL;,
wmw) (0)) = 0. Niech: (3.4.3) VAL yy(0,) = z;. Jesli: (3.4.3.1) Stp( VAL, ) ( ) = 0, to
(3.4.3.2) z; € U. Wowczas skoro na mocy (3.1) y = VAL puy (dy) A dy € Der' 10z (3.4.3.2)
mamy: (3.4.3.3) Stp(y) > Stp(z,). Z kolei z (3) oraz tego, ze o, € {0.,...,0,}, mamy: (3.4.3.4)
~Stp(y) >Stp(z)). Migdzy ostatnimi wierszami zachodzi sprzeczno$¢. Zatem otrzymujemy:
(3.4.4) Stp( VAL, pp) (0,)) # 0. Stad dy, nie jest uzyskany z a,,...,0,, w wyniku stosowania
(Start). Zatem d,, jest uzyskany z o,...,0,, w wyniku stosowania (Dezint). Zatem otrzymuje-
my: (3.4.5) Qo[ € {a,...,0,} A dy € A(oy)]. Jesli wige d, nalezy do zakresu dekompresji
jakiego$ o € {0iy,...,00,) (na mocy (3.4.5)), to: (3.4.6) VAL pv (dy) € (VAL ppn(06)) U ...
U h(VAL;, y)(0)). A skoro na mocy (3.1) y = VAL, y) (dn), to z (3.4.6) wnioskujemy:
(3.4.7) (Az)(z € h(VAL; yy(04)) U ... U B(VAL; pp)(0)) A (z) = Q(y)). Zatem z (3.4.1)
i (3.4.7) wyprowadzamy: (3.5) (Fou)[04 € {O,...,00} A () € "L v o€ °L))] — (F2)(z €
h(VAL;, m)(01)) U ... U B(VAL;, pp( 0n)) A €2(Z) = (y).

Skoro jest tak: (3.6) dy jest uzyskany z a,...,a, w wyniku stosowania regut: (Mult),
(Elim), (Dest), (Intr), (Start), (Dezint), to (Foy)[o € {0l,...,0,} A Q(0y) = Q(dy)] v @)l €
{000} A (Q(0y) € "L v o€ °L). Z (3.3), (3.6), (3.4) i (3.5) wyprowadzamy: (3.7) (3z)(z
€ h(VAL; p0(04)) U ... U B(VAL; p0)(0w)) A Q(z) = Q(y)). Z (3.1) i (3.7) mamy: (4) [y =
VALi’ M(U) (dh) A dh € {dl,...,dk} A dh € Derl] — (ElZ)(Z € h(VALl’ M(U)(al)) v...U h(VALl’
mw(0n) A () = €(y)).

Zatozmy dodatkowo: (4.1) y = VAL; yw) (d,) A (3d))(d, e Ad) A d; € {d,,....d A die
Dery,p). Z (4.1) inferujemy: (4.2) d, € A( dy), (4.3) di e {d,,....di}, (4.4) d, € Dery,,. Jesli na
mocy (4.4) d, jest superponowanym wyrazeniem derywacyjnym, to jest ono, na mocy (4.3)
i (1), wyprowadzalne z o.,...,0,, dzigki stosowaniu reguty (Unif). Zatem otrzymujemy: (4.5)
3 o, oy)[0s, o4E {0u,...,0n}F A A(d) = A(oy) WA(y)]. Z (4.2) i (4.5) wynika: (4.6) d, € A(o;)
UA(0y) A 0y, 0 € {0y,...,0n}. Z (4.6), (4.1) 1 definicji funkcji wartoSciowania mamy: (4.7) y
€ h(VALl, M(U)(al)) U... VU h(VALl’ M(U)(an)) Z (47) mamy: (48) (HZ)(Z € h(VALl, M(U)((xl))
U ... U h(VAL; yoy(0n) A Q(z) = Q(y)). Z (4.1) 1 (4.8) dostajemy: (5) [y = VAL; yw) (d,) A
3d)(d, e Ad)) A die {d,....d A di€ Derg,p)] = (Az)(z € h(VAL; (o)) U ... U h(VAL;
mw(0n) A Q2z) = Q(y)). Z (3), (4) i (5) wynika: (6) (Fz)(z € h(VAL; pp(0h)) U ... U
h(VAL;, () A €2(z) = Q(y)) ¢

Z twierdzen (T. 37)-(T. 42) oraz definicji Taut dostajemy:
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(T. 43) (Va)[LDD+ o — o. € Taut].

Dowdd twierdzenia odwrotnego: (Vo) [a € Taut — LDD+ ], wymaga poka-
zania tego, ze kazde wyrazenie transformacyjne, ktore funkcja warto$ciowania prze-
ksztatca w transformacj¢ wyrdzniona, a wigc nalezaca do klasy Tr*(U), jest LDD-do-
wodliwe:

(T. 44) (Va) [0 € Taut — LDD+ al.

Szkic dowodu: Najpierw wykazac¢ trzeba, ze wszystkie LDD-dowodliwe formuly transforma-
cyjne posiadaja pewne osobliwe cechy syntaktyczne, ktorych koniunkcja definiuje zbidr
LDD-dowodliwych formul. Nastgpnie za$ wystarczy wykaza¢, ze kazda tautologia posiada
rowniez te cechy.

Lista tych definicyjnych cech LDD-dowodliwych formut transformacyjnych prezentuje
si¢ nastgpujaco: (1) Argument LDD-dowodliwej formuty transformacyjnej jest zbiorem wyra-
zen leksykalnych poziomu zerowego lub wyrazen derywacyjnych, ktérych zakresy dekompre-
sji sktadaja si¢ z niesuperponowanych wyrazen derywacyjnych, dla ktérych parametr giebo-
kosci przyjmuje wartos¢ jeden. (2) Wartos¢ LDD-dowodliwej formuty transformacyjnej jest
zbiorem wyrazen derywacyjnych, ktorych zakresy dekompres;ji sktadaja si¢ z niesuperpono-
wanych wyrazen derywacyjnych, dla ktorych parametr glgbokosci przyjmuje wartos¢ jeden.
(3) Zdefiniujmy funkcje przyporzadkowujaca poziom derywacyjny wyrazeniom leksykalnym
lub niesuperponowanym wyrazeniom derywacyjnym w nastgpujacy sposob: (i) jesli wyraze-
nie leksykalne jest n-tego poziomu leksykalnego, to jest rowniez n-tego poziomu derywacyj-
nego; (ii) niesuperponowane wyrazenie derywacyjne jest n-tego poziomu derywacyjnego wte-
dy i tylko wtedy, gdy zmienne wyrazenia leksykalne sktadajace si¢ na jego wartos¢ sa n-tego
poziomu leksykalnego, lub jesli wartoscia wyrazenia derywacyjnego jest stata stop, to jego
argument jest n-tego poziomu leksykalnego. Okazuje sig, ze kazda LDD-dowodliwa formuta
transformacyjna posiada taka wlasnosé, ze dla dowolnego wyrazenia derywacyjnego naleza-
cego do dowolnego zakresu dekompresji wyrazenia derywacyjnego stanowiacego element
warto$ci LDD-dowodliwej formuly transformacyjnej istnieje wyrazenie leksykalne lub wyra-
zenie derywacyjne nalezace do zakresu dekompresji jakiego$ wyrazenia derywacyjnego beda-
cego skladnikiem argumentu danej formuly transformacyjnej, ktérego poziom derywacyjny
nie jest wigkszy od poziomu derywacyjnego wyrazenia nalezacego do zakresu dekompresji
wyrazenia derywacyjnego stanowiacego element wartosci LDD-dowodliwej formuly trans-
formacyjnej. Innymi stowy, jesli wszystkie wyrazenia derywacyjne nalezace do wartosci
LDD-dowodliwej formuty transformacyjnej podda si¢ dekompresji, to uzyska si¢ pewien zbior
niesuperponowanych wyrazen derywacyjnych; taki zbidér nazwijmy zdekompresowana warto-
scig formuly transformacyjnej. Podobna operacje mozna wykona¢ na wszystkich formutach
derywacyjnych nalezacych do argumentu danej formuty transformacyjne;j. Jesli do argumentu
formuty transformacyjnej przynaleza wyrazenia leksykalne, to sumg zbioru tych wyrazen oraz
zbioru powstatego w wyniku wykonania operacji dekompresji nazwiemy zdekompresowanym
argumentem formuly transformacyjnej. Otoz, kazda LDD-dowodliwa formuta transformacyjna
ma taka wiasnos¢, ze dla kazdego elementu nalezacego do jej zdekompresowanej wartoSci
istnieje element nalezacy do jej zdekompresowanego argumentu taki, ze jego poziom derywa-
cyjny nie jest wigkszy od poziomu derywacyjnego elementu nalezacego do zdekompresowa-
nej wartosci. (4) Dla kazdego wyrazenia derywacyjnego nalezacego do zdekompresowanej
wartosci LDD-dowodliwej formuty transformacyjnej takiego, ktoérego argument jest wyraze-
niem leksykalnym poziomu zerowego, jest tak, ze to wyrazenie nalezy do argumentu LDD-do-
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wodliwej formuly transformacyjnej lub jest identyczne z jakim$ argumentem dowolnego wy-
razenia derywacyjnego nalezacego do zdekompresowanego argumentu LDD-dowodliwej for-
mutly transformacyjnej. (5) Jesli zadne wyrazenie derywacyjne nalezace do zdekompresowa-
nej wartosci LDD-dowodliwej formuty transformacyjnej nie jest wyzszego poziomu derywa-
cyjnego od dowolnego z wyrazen nalezacych do zdekompresowanego argumentu danej for-
muty transformacyjnej, to wérdd wyrazen nalezacych do zdekompresowanego argumentu for-
mutly transformacyjnej istnieja takie, ktorych argumenty sa identyczne z argumentami wszyst-
kich wyrazen derywacyjnych nalezacych do zdekompresowanej wartosci LDD-dowodliwe;j
formuty transformacyjne;j.

Skoro tautologia LDD-logiki jest dowolna formuta transformacyjna, ktorej wartoscia
z uwagi na funkcj¢ wartosciowania w dowolnym modelu jest wyrozniona transformacja, to
kazda tautologia posiada kazda z wymienionych cech LDD-dowodliwej formuty transforma-
cyjnej. Tak jest, gdyz zachodza nastgpujace korelacje: (1) Jesli warto$¢ z uwagi na funkcje
wartosciowania formuty transformacyjnej spetnia drugi warunek z definicji transformacji wy-
roznionej, to formuta transformacyjna posiada pierwsza z wyszczegdlnionych w dowodzie
cech. (2) Jesli warto$¢ z uwagi na funkcj¢ wartosciowania formuty transformacyjnej spetia
trzeci warunek z definicji transformacji wyrdznionej, to formuta transformacyjna posiada dru-
ga z wyszczegolnionych w dowodzie cech. I podobnie, czwarty warunek w definicji transfor-
macji wyrdznionej jest skorelowany z trzecia cecha LDD-dowodliwych formut transformacyj-
nych; piaty za§ warunek — z czwarta cecha i w koncu szosty warunek z piata cecha z wyzej
wyszczegolnionych. ¢

LDD-logika posiada wigc teoriomnogos$ciowy model semantyczny. Innymi sto-
wy, postugiwanie si¢ drzewami derywacyjnymi przez umyst jest w istocie aktywno-
$ciag generowania struktur teoriomnogosciowych o pewnych osobliwych cechach
strukturalnych.

6. ZAKONCZENIE

LDD-logike mozna rozszerza¢ na wiele sposoboéw. Typowym sposobem rozsze-
rzania LDD-logiki jest jej wzmacnianie poprzez wprowadzanie nowych regul infe-
rencji rozszerzajacych klasg aktywnych logicznie wyrazen derywacyjnych czyli, kla-
se Der' UDer* ""’dwp. Na przyktad, za pomoca dodatkowej reguty introdukcji o posta-
ci: "au[0] // "ou[*"*B] wraz z reguta multiplikacji mozna dowodzi¢ formuty transforma-
cyjne, ktérych wartociami sa wyrazenia derywacyjne nalezace do zbioru Der’.
LDD-logiki moga wigc by¢ o réznych znacznikach derywacyjnych. Znacznikiem de-
rywacyjnym LDD-logiki jest dowolny zbior liczb naturalnych, ktérego elementem
jest liczba jeden. Znacznik wyraza o danej LDD-logice to, o jakiej glebokosci wyra-
zenia derywacyjne sa aktywne logicznie. Dla przyktadu, znacznik ksztattu: [0,1],
wyraza to, ze aktywnymi wyrazeniami derywacyjnymi danej LDD-logiki sa wyraze-
nia derywacyjne klas: Der’, Der'. Przedstawiona w pracy LDD-logika posiada
znacznik [1]. Mozna réwniez mowi¢ o nieskonczonych LDD-logikach, ktorych
znaczniki derywacyjne sa nieskonczonymi podzbiorami zbioru liczb naturalnych, ale
nieidentycznymi ze zbiorem liczb naturalnych. Kazda z LDD-logik wyznacza do-
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puszczalne sposoby konstruowania drzew derywacyjnych, na przyktad — drzewa
z przeskokami derywacyjnymi.
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