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Abstract
IS MATHEMATICS SYNTAX OF LANGUAGE? KURT GODEL’S ARGUMENT AGAINST FORMALISM

In this paper, I critically examine Kurt Godel’s argument against the syntactic interpretation of
mathematics. While the main aim is to analyze the argument, I also wish to underscore the rele-
vance of the original elements of Godel’s philosophical thought. The paper consists of four parts.
In the first part, I introduce the reader to Godel’s philosophy. In the second part, I reconstruct
the formalist stance in the philosophy of mathematics, which is the object of Godel’s criticism. In the
third part, I sketch his argument against the syntactic interpretation of mathematics. Finally,
I discuss some controversies regarding the argument.
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Celem artykutu jest krytyczna analiza argumentu Kurta Godla przeciwko
Syntaktycznej Interpretacji Matematyki (SIM). Poza gléwnym zadaniem, kto-
rym jest analiza konkretnego argumentu, artykul ma pokaza¢ aktualnoéc orygi-
nalnych elementéw mysli filozoficznej Godla, stabo znanej szerszemu gronu
czytelnikow. Tekst sklada sie z czterech czeSci. W pierwszej z nich przyblizam
posta¢ Godla jako filozofa. W drugiej rekonstruuje stanowisko formalistyczne,
ktore jest przedmiotem jego krytyki, a w trzeciej przedstawiam argument, ktory
wysuwa przeciwko SIM. W ostatniej cze$ci omawiam zarzuty wysuwane wobec
argumentacji Godla. Rozwazam takze, czy ktoryS z przedstawicieli formalizmu
w filozofii matematyki rzeczywiscie przyjmowat atakowang przez niego teorie.
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Swoja analize opieram przede wszystkim na dwdch opublikowanych po-
$miertnie tekstach Godla: zapisie jego wyktadu im. Gibbsa z 1951 roku pt.
O pewnych zasadniczych twierdzeniach dotyczqcych podstaw matematyki
i wnioskach z nich plynqgcych (1951/2018) oraz tekécie Is Mathematics Syntax
of Language? (1953/1995), przygotowywanym do tomu po$wieconego filozofii
Carnapa (Schlipp 1963).

1. POGLADY FILOZOFICZNE KURTA GODLA

Kurt Godel byt bez watpienia jednym z najwybitniejszych logikow w historii.
Do jego najbardziej znanych osiagnie¢ naleza dowody twierdzenia o pelnoSci
(Godel 1929/1986), dwoch twierdzen o niezupelno$ci arytmetyki (Godel
1931/1986) oraz twierdzenia o wzglednej niesprzecznos$ci hipotezy continuum
z teorig mnogoSci Zermela—Fraenkla (Godel 1939/1990)2. Slawe zaréwno
wérod logikow, jak i filozoféw przyniosto mu zwlaszeza drugie z wymienionych
osiggnie¢ — pokazanie, ze kazda niesprzeczna, rekurencyjnie aksjomatyzowalna
teoria matematyczna, wystarczajaco silna, by wyrazi¢ elementarng arytmetyke,
zawiera zdania od niej niezalezne. Wynik Godla zawiera dwa powigzane ze soba
twierdzenia. Pierwsze z nich glosi, ze w kazdej teorii, ktéra jest w stanie sforma-
lizowa¢ podstawowe pojecia syntaktyczne, takie jak ciag symboli, zdanie, for-
mula czy dowods, istnieje zdanie, ktére nie jest ani dowodliwe, ani mozliwe do
obalenia w ramach tej teorii. Co wiecej, dowod tego twierdzenia polega na kon-
strukcji takiego zdania dla danej teorii. Drugie twierdzenie méwi, ze teoria taka
nie moze udowodni¢ wlasnej niesprzecznosci4. Niesprzeczno$c teorii, czyli nie-
mozliwo$¢ wywiedzenia zadnego zdania sprzecznego z jej aksjomatdw, jest po-
jeciem syntaktycznym. Jako takie jest mozliwe do wyrazenia przez pewne kon-
kretne zdanie teorii, ktéra jest w stanie sformalizowaé swojg wlasng skladnie.

1 Godel napisal co najmniej szeS¢ wersji tego artykulu, ale nie wystal go nigdy do publi-
kacji (Goldfarb 1995: 324). Powodem niecheci Godla do opublikowania artykulu mialo byé
to, ze w jego przekonaniu praca ,dowodzi, Ze matematyka nie jest skladnia jezyka. Nie
udato sie dowie$¢ pozytywnego twierdzenia, czym matematyka jest” (Wang 1996: 174).

2 Twierdzenie to zostalo uzupeklione przez wynik Paula Cohena z 1963 r., ktéry udowod-
nil, Ze rowniez negacja hipotezy continuum jest niesprzeczna z teoria mnogosci ZF. W pola-
czeniu twierdzenia te sktadaja sie na teze o niezaleznos$ci hipotezy continuum od tej teorii.

3 Przykladami takich teorii sa np. skoficzona teoria mnogosci, arytmetyka Peana, aryt-
metyka Robinsona, a takze kazda teoria zdolna je zinterpretowac.

4 Gwoli Scistoéci nalezy zauwazy¢, ze II Twierdzenie Godla zostalo przez niego jedynie
zaanonsowane w (Godel 1931/1986: 191-195). Sam Gddel nie przedstawil tam jego pelnego
dowodu. Dziekuje za zwr6cenie mi uwagi na ten fakt w recenzji.



CZY MATEMATYKA JEST SKLADNIA JEZYKA? 45

Dzieki technikom kodowania skladni w jezyku matematycznym odpowiednio
silna teoria formalna moze dowodzi¢ twierdzen o sobie samej. Wykorzystujac
je, Godel pokazal niedowodliwo$¢é zdania stwierdzajgcego niesprzeczno$c teorii.

Mimo ze Gddel jest najbardziej znany ze swoich osiagnie¢ matematycznych,
ktore staly sie podstawa wspolczesnej logiki matematycznej, sam przez wiek-
szo$¢ zycia uwazal filozofie za najwazniejsza dziedzine swoich badah (Wang
1996: 25). Napisal wiele tekstow o charakterze filozoficznym, z ktorych jed-
nak ostatecznie zdecydowal sie opublikowa¢ tylko nieliczne. Przesadzil o tym
przede wszystkim charakter Godla i jego wysokie wymagania dotyczace kla-
rownosci i $cistosci wywodu. Z wiekszoéci swoich tekstow filozoficznych byt
niezadowolony, poniewaz nie byly w stanie sprosta¢ wymogom $cistoSci po-
dobnym do tych, ktére stawial pracom z zakresu matematyki (Wang 1996:
64-65). Dlatego wiele tekstow Godla doczekalo sie wydania dopiero po jego
$mierci, pod koniec XX wieku. Prace te sg napisane trudnym w odbiorze sty-
lem i zawieraja liczne odwolania do wynikéw formalnych. Nie stanowia wiec
przedmiotu latwej filozoficznej interpretacji. Trudno$¢ w odbiorze tekstow
Godla oraz stosunkowo niedawna data ich publikacji odpowiadaja zapewne za
fakt, ze przedstawiane przez niego idee filozoficzne rzadko pojawiaja sie we
wspolczesnych debatachs.

Wspomniana nieche¢ Gédla do publikacji wlasnych osiagnieé filozoficz-
nych brala sie z przekonania, ze filozofia moze oraz powinna osiagnac Scistos¢
i klarowno$¢ wywodu wlaéciwg naukom matematycznym. Hao Wang w ksigzce
A Logical Journey: From Godel to Philosophy przytacza nastepujaca opinie
Godla:

Filozofia jako nauka $cisla powinna przyczyni¢ sie do rozwoju fizyki w takim stopniu
jak dzieto Newtona. Sadze, ze jest mozliwe, iz taka teoria filozoficzna zostanie stworzona
w ciagu najblizszych 100 lat lub wezes$niej (Wang 1996: 233, cyt. za Skowron, Wojtowicz
2020: 226).

Poémiertnie wydane dziela Gédla (1986, 1990, 1995) daja nieoceniong moz-
liwo$¢ wejrzenia w poglady filozoficzne tego nietuzinkowego umystu.
Twierdzenia Godla o niezupelno$ci niemal natychmiast staly sie przed-
miotem licznych interpretacji filozoficznych. Wiele z rzekomych konsekwen-
¢ji filozoficznych tych twierdzen opiera sie na nieporozumieniach zwigzanych
z ich faktyczna treécias. Niemniej sa one niezwykle interesujace z punktu wi-
dzenia filozofii. W istocie liczne badania filozoficzne bylyby nie do pomyslenia

5 Pewna dodatkowsa trudnoscia we weze$niejszym odbiorze niepublikowanych tekstow
Godla moglo réowniez byé to, ze wiekszo$¢ odrecznych notatek byla przez niego sporzadzona
w notacji stenograficznej Gabelsbergera (Wang 1996: 28).

6 Znakomite opracowania filozoficznych interpretacji twierdzenia o niezupelosci sta-
nowia Krajewski 2003, Franzén 2005.
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bez podstawy, jaka stanowig dla nich wyniki metamatematyczne Gédla. Przy-
kladem takich dociekain moze byé zapoczatkowany przez Alfreda Tarskiego
(1933) program formalnej analizy pojecia prawdy, kontynuowany przez filo-
zofow i logikdéw do dzi$ (por. np. Halbach 2011, Ciedlinski 2017). Z filozoficz-
nego potencjalu twierdzenia $wietnie zdawal sobie sprawe roéwniez autor jego
dowodu, czemu dal wyraz miedzy innymi w filozoficznej interpretacji zapre-
zentowanej przy okazji wykladu im. Gibbsa (Godel 1953/1995).

W filozofii matematyki Godel zajmowat stanowisko silnie realistyczner.
Sam okreélal je mianem platonizmu lub (nawigzujac do Sredniowiecznego
sporu o uniwersalia) realizmu pojeciowego. Zdaniem Goédla matematyka ma
wlaéciwg sobie dziedzine, istniejaca niezaleznie od poznajacego umyshu czy
Swiata fizycznego. Rzeczywisto$¢ ta nie jest w zaden sposob przez nas kon-
struowana. Moze by¢ jedynie przedmiotem obserwacji i opisu.

Z pogladu tego wynika, ze kazde dobrze postawione zagadnienie mate-
matyczne ma ostateczng odpowiedz, nawet jesli nie jest ono rozstrzygalne za
pomoca tej czy innej teorii matematycznej, ktérej uzywamy. Dobry przyklad
takiego zagadnienia stanowi hipoteza continuum (Cantor 1878). Hipoteza ta
glosi, Ze nie istnieje zbiér o mocy wiekszej niz zbidr liczb naturalnych a mniej-
szej niz zbiér liczb rzeczywistych (ten ostatni jest rownoliczny ze zbiorem po-
tegowym zbioru liczb naturalnych). Godel byl przekonany o niezaleznosci
tego problemu od powszechnie przyjmowanych aksjomatéw teorii mnogoéci
Zermela—Fraenkla (ZF), co nie przeszkadzalo mu w tym samym czasie twier-
dzié, ze hipoteza continuum jest falszywa. Dowodzac wzglednej niesprzecznosci
tej hipotezy z teoria mnogosci ZF, chcial pokazaé, ze teoria mnogoSci potrze-
buje lepszej aksjomatyzacji, aby wlasciwie opisa¢ uniwersum zbioréw (Godel
1947/1986: 181).

Rzeczywisto§¢ matematyczng poznajemy, zdaniem Godla, za pomoca
intuicji. Jest ona swoista wlasnoécia naszego umyshu, dzieki ktérej mozemy
ujmowaé prawde matematyczng. Godel poréwnywal te wladze do percepcji
zmyslowej. Analogie te rozwijal, poréwnujac dzialalno§¢ matematyka postu-
lujacego istnienie obiektow matematycznych do dzialalnosci fizyka teoretycz-
nego postulujacego istnienie fizycznych struktur odpowiadajacych za wyniki
przeprowadzanych doéwiadczen (1947/1995). Co wiecej, Godel byt zdania, ze
rowniez metoda, ktora posluguje sie matematyka, nie musi by¢ wcale tak od-
mienna od metod nauk empirycznych. Postulowal nawet angazowanie metod
indukcji niezupelnej w matematyce. W tekécie wykladu im. Gibbsa pisal:

7 Nastepujacy fragment stanowi jedynie szkic filozoficznego stanowiska Godla i nie ma
pretensji do zupelnos$ci. Prezentuje tutaj tylko tlo istotne dla dalszych rozwazan. Obszer-
niejsza prezentacje pogladow filozoficznych Godla mozna znalezé m.in. w Wéjtowicz 2002,
2018, Krajewski 2003.
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Jezeli matematyka opisuje obiektywny Swiat tak samo jak fizyka, nie ma powodu, dla
ktérego metody indukcyjne nie moglyby byé¢ stosowane w matematyce tak samo jak
w fizyce. Faktem jest, ze w matematyce wcigz przewaza ta sama postawa, ktéra dawniej
obowiazywala w stosunku do calej nauki, a mianowicie probujemy wyprowadzaé wszyst-
ko za pomoca konkluzywnych dowodow z definicji (czyli, w terminologii ontologicznej,
z istot rzeczy). Przypuszczalnie metoda ta, o ile pretenduje do monopolu, jest réwnie
bledna w matematyce, jak byla w fizyce (Godel 1951/2018: 20-21, thum. M. Poreba; por.
Godel 1951/1995: 313).

Realizm jest pogladem szeroko rozpowszechnionym wéroéd praktykuja-
cych matematykéw. Jest on zgodny z ich dos§wiadczeniem zmagania sie z nie-
ustepliwg materig probleméw matematycznych. Dobrze obrazuje to cytat
z jednego z najwybitniejszych matematykow XX wieku G. H. Hardy’ego:

Zawsze uwazalem matematyka w pierwszym rzedzie za obserwatora, czlowieka, ktory
obserwuje odlegte pasmo gorskie i odnotowuje swoje obserwacje. Jego zadaniem jest
jasne wyodrebnienie i opisanie innym tak wielu szczytow, jak tylko jest to mozliwe
(Hardy 1929: 18, cyt. za Skowron, Wojtowicz 2020: 224).

Niemniej, w odréznieniu od wielu filozofujacych matematykow Godel byt
daleki od bezrefleksyjnego przyjmowania realizmu jako postawy filozoficzne;j.
W pracy The Present Situation in the Foundations of Mathematics pisat:

Aksjomaty, jesli interpretujemy je jako zdania posiadajgce tresé, z koniecznoéci zakla-

daja pewien rodzaj platonizmu, ktéry nie moze zadowoli¢ krytycznego umystu (Godel

1933/1995: 50).

W tej sytuacji przedsiewzieciem, ktore stoi przed filozofia matematyki, jest
uzasadnienie stanowiska realistycznego.

Szkic takiego uzasadnienia przedstawil Gédel w swoim slynnym wykladzie
im. Gibbsa (1951/1995: 312-323). Krytykuje tam poglad, zgodnie z ktérym
matematyka jest naszym swobodnym wytworem. Gdyby tak bylo, argumen-
towal Godel, z koniecznosci znalibyémy wszelkie wlasnoSci obiektow mate-
matycznych. Twoérca posiada bowiem pelna wladze nad swoimi wytworami.
Ewentualna niewiedza moglaby wynikaé jedynie z niejasnos$ci pojec, ktérymi
postugujemy sie w badaniach nad podstawami matematyki. W tej materii
osiggnieta zostala juz jednak calkowicie wystarczajaca precyzja. Co wiecej,
naszej niewiedzy dotyczacej pewnych wlasnosci obiektéw matematycznych
nie mozna wythumaczy¢ tak, jak thumaczy sie niewiedze konstruktora pewnego
przedmiotu fizycznego na temat wlasnosci jego wytworu. W przypadku stano-
wiska antyrealistycznego w filozofii matematyki twoérca mialby konstruowac
obiekty nie z jakiej$ wczeSniej istniejacej materii (to bowiem implikowaloby
jakas forme realizmu), lecz z niczego (Godel 1951/1995: 312).

Realizm Godlowski jest niezwykle interesujacym pogladem filozoficznym,
ktéry zastuguje na dokladne zbadanie. Juz z jego szkicowej prezentacji widac
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wyraznie, ze r6zni sie znacznie od najbardziej rozpowszechnionej we wspol-
czesnych dyskusjach filozoficznych formy realizmu, czyli realizmu mnogo-
$ciowego Willarda Van Ormana Quine’a (1953). Co wiecej, choé¢ zaréwno
Godel, jak i jego poZniejsi komentatorzy uzywaja okreélenia ,,platonizm” do
nazwania jego pogladéw na nature matematyki, to warto zauwazy¢, ze jego
stanowisko r6zni sie istotnie od pogladu tradycyjnie okreslanego tym mianem.
W szczegbdlno$ci nalezy zaznaczyé, ze pojecia, ktore w Godlowskiej wersji
platonizmu istniejg w spos6b obiektywny i sa przedmiotem matematyki, nie
moga by¢ utozsamiane z ideami czy istotami. Przedmioty nie egzemplifikuja
tak rozumianych pojeé, jak dzieje sie to na gruncie tradycyjnego platonizmus3.

Jak juz wspominalem, Godel nie byt zadowolony z argumentéw na rzecz
pozytywnej czeSci swojego stanowiska. Za konkluzywne uwazal jednak argu-
menty wymierzone w stanowisko antyrealistyczne, zwlaszcza w pozytywizm
logiczny w filozofii matematyki. W dalszej cze$ci tekstu przedstawie szczego-
lowo jego argumentacje przeciwko stanowisku formalistycznemu w filozofii
matematyki. Zanim jednak to zrobie, przyjrze sie blizej zalozeniom, ktore
zdaniem Go6dla formalizm musi przyjmowac.

2. GODLA POJECIE FORMALIZMU

Przedmiotem krytyki przedstawionej przez Godla w artykule Is Mathe-
matics Syntax of Language? (Godel 1953/1995) sa poglady pozytywistow lo-
gicznych na matematyke. Celem Godla nie jest jednak argumentacja przeciw
ktéremus z przedstawicieli tego nurtud. Aby zachowac neutralno$é argumen-
tacji Godla wzgledem wyboru konkretnego stanowiska pozytywistycznego,
teze, w ktora wymierzona jest jego argumentacja, bede nazywal zgodnie
z terminologia uzywana przez Godla Syntaktyczng Interpretacja Matematyki

8 Interesujace i oryginalne omodwienie r6znic miedzy tradycyjnym a Godlowskim pla-
tonizmem mozna znalez¢é w Poreba 2021: 111-117.

9 Biorgc pod uwage, ze tekst Godla byt przygotowywany do ksiazki dotyczacej filozofii
Carnapa, jak rowniez to, ze Godel czesto nawiazywat tam do jego pracy Logiczna skladnia
Jjezyka (Carnap 1935), mozna zalozy¢, ze argumenty przedstawione w Godel 1953/1995 odno-
szg sie przede wszystkim do stanowiska Carnapa. Poza nim jednak odwoluje sie tez do dziel
Hansa Hahna, Moritza Schlicka czy nawet wczesnego Ludwiga Wittgensteina i Franka P.
Ramseya, nie uwzgledniajac szczegolnych réznic miedzy ich stanowiskami. Wydaje mi sie,
ze argumentacje Godla mozna uwaza¢ za wymierzona przede wszystkim w pewien szeroki
nurt wyznaczajacy sposob myslenia o matematyce, a nie w jakakolwiek konkretna jego re-
alizacje. Kwestii trafnoéci przedstawienia SIM jako stanowiska Carnapa w filozofii mate-
matyki przyjrze sie blizej w czesci czwartej.
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(SIM). Glowng teze SIM mozna wyrazi¢ nastepujaco: zdania matematyki nie
maja tresci, a ich prawomocno$¢ da sie calkowicie uzasadnic przez odwolanie
do regut syntaktycznych jezyka. SIM jest wiec teorig antyrealistyczna w sto-
sunku do problemu istnienia obiektéw matematycznych oraz sprowadzajaca
prawdziwo$¢ zdan matematycznych do zdan wynikajacych analitycznie z re-
gul skladniowych jezyka.

Gwoli Scistosci, SIM, tak jak przedstawia ja Godel, nie jest nihilizmem
w kwestii obiektow matematycznych, lecz pogladem gloszacym, ze tezy ich
dotyczace moga byt zinterpretowane jako tezy o mozliwych skonczonych
kombinacjach symboli danego jezyka. Sa one, przy zalozeniu regut skladni je-
zyka, analityczne. Stanowisko to nalezy jednak do grupy stanowisk antyreali-
stycznych, trudno bowiem uwaza¢ symbole i ich skoniczone kombinacje za
obiekty matematyczne sensu stricto.

Poglady wyrazone w SIM wynikaja z empirystycznego podejScia pozytywi-
stow logicznych do epistemologii. Zgodnie z nim cala nasza wiedza pochodzi
wylacznie z percepcji zmystowej. Prawdy matematyczne, jako nieodnoszace
sie do zjawisk obserwowalnych, sa pozbawione tresci. Sg jedynie zdaniami
analitycznymi, wynikajacymi z regul jezyka stluzgcego do opisu zjawisk, gra-
nicznymi przypadkami uzycia tego jezyka. Uzycia te sg zawsze prawdziwe na
mocy regul syntaktycznych. Nie moga one zatem moéwié nic o do§wiadczeniu
zmyslowym, poniewaz nie majg zadnych konsekwencji dla Swiata zjawisk ob-
serwowalnych. W ramach pozytywistycznego obrazu wiedzy fundamentalne
jest rozroznienie miedzy naukami empirycznymi (Realwissenschaften) a formal-
nymi (Formalwissenschaften). Prawdy, do ktérych dochodza nauki formalne,
s3 prawdziwe na mocy regul systemu jezykowego wybranego do opisu zjawisk.
Natomiast wybor tego czy innego systemu formalnego motywowany jest wy-
lacznie wzgledami praktycznymi.

Przykladami regut sktadniowych, do ktérych nauki formalne mialyby by¢
sprowadzalne w ramach SIM, moga by¢ reguly kompozycyjne, np. reguta
moéwigca, ze koniunkcja zdan jest dowodliwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba
czlony tej koniunkcji s3 dowodliwe oraz analogiczne reguly rzadzace innymi
spojnikami logicznymi, reguly rzadzace kwantyfikatorami oraz reguly okre-
§lajace poprawno$c podstawien (Godel 1953/1995: 336). Sa to reguly czysto
syntaktyczne, poniewaz odnosza sie jedynie do zewnetrznej formy wyrazen,
nie do ich tresci. Ich stosowanie moze by¢ calkowicie mechaniczne i nie za-
klada koniecznos$ci rozumienia jezyka.

Glownymi tezami SIM, ktére wyroznia Godel, sa:

(1 Matematyka moze by¢ zinterpretowana jako sktadnia jezyka.

(2) Zdania matematyczne nie maja tresci (content).
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Przedstawia tez nastepujace postulaty znaczeniowe, dotyczace wyrazen takich
jak ,matematyka”, ,jezyk” i ,interpretacja”, ktore czynilyby SIM interesujaca
teza filozoficzna (1953/1995: 337-341):

1) Slowo ,matematyka” powinno odnosi¢ sie przynajmniej do calej tzw.
matematyki klasycznej, ktora jest wykorzystywana przez nauki empiryczne.
W przeciwnym razie bylaby ona bezuzyteczna dla pozytywistow logicznych.
Dowiedliby wtedy jedynie syntaktycznej natury pewnego szczegblnego wycin-
ka matematyki, a nie prawd matematycznych w ogole.

2) Stowo ,,jezyk” powinno odnosi¢ sie do finitystycznej struktury skonczo-
nych symboli oraz ich skoficzonych kombinacji. Wszystkie elementy tej struk-
tury powinny by¢ mozliwe do przedstawienia w formie empirycznie dostepnych
symboli. Jezyk, ktory np. zaklada istnienie nieskonczenie dlugich zdan, musi
tym samym zakladaé istnienie nieskonczonych obiektéw abstrakcyjnych. Za-
lozenie takie przeczyloby wiec programowi SIM, odmawiajgcemu istnienia
obiektom abstrakcyjnym.

3) Z tego samego powodu rowniez reguly skltadni musza by¢ finitystyczne.
W szczegb6lnosei nie powinny zawieraé odniesien do nieskonczonych klas wy-
razen.

4) Reguly syntaktyczne nie moga implikowaé zadnych prawd dotyczacych
rzeczywistoSci pozajezykowej. W przeciwnym razie trudno bedzie uznac je za
pozbawione tresci (nawet wasko rozumianej treSci empirycznej).

5) Zwrot ,interpretacja matematyki jako skladni jezyka” oznacza, ze:
(a) aksjomaty i reguly dowodu moga by¢ wywiedzione z regut jezyka;
(b) zdania matematyczne dowodzone w klasycznej matematyce z uzy-
ciem intuicji powinny by¢ mozliwe do uzasadnienia przez rozwaza-
nia syntaktyczne.

6) Wymagane jest takze, by:
(a) w dowodach matematycznych byly uzywane wylacznie pojecia syn-
taktyczne'o;
(b) procedury dowodowe byly oczywiste dla kazdego, kto wie, jak po-
shlugiwa¢é sie wprowadzonymi pojeciami.

10 Wydaje sie, ze teze te mozna rozumie¢ troche stabiej. Wymagane jest, by w dowodach
wszelkie odwolania do poje¢ pozajezykowych byly mozliwe do wyeliminowania. Odpowia-
daloby to podejsciu pozytywistow logicznych, ktorzy dopuszczali odwolania do obiektow
abstrakeyjnych jako pomoc heurystyczna (por. np. Carnap 1950: 234).
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Godel nie podaje w tekscie zadnych przykladow teorii, ktora spelniataby po-
dobne postulaty i moglaby by¢ zinterpretowana jako skladnia jezyka. Jego
rézne uwagi pozwalaja jednak przypuszczac, ze za takie teorie mozna uwazaé
logike pierwszego rzedu lub pewien skonczony fragment teorii arytmetycznej
(por. np. Godel 1953/1995: 345-346). W zadnym razie jednak teorie te nie
moga pretendowac¢ do bycia cala matematyka w jakimkolwiek interesujgcym
sensie. Jak zobaczymy, juz tzw. slabe systemy arytmetyczne!* nie moga by¢
zinterpretowane jako skladnia jezyka w sensie wyjasnionym wyzej.

3. ARGUMENT
PRZECIWKO SYNTAKTYCZNEJ INTERPRETACJI MATEMATYKI

Godel stawia dwie tezy przeciwstawne do odpowiednich tez SIM:

I. Matematyka moglaby by¢ zinterpretowana jako skladnia jezyka, tylko
gdyby$my rozumieli ,jezyk”, ,skladnie” lub ,interpretowanie” w bardzo ogo6l-
nym, stabym sensie lub gdyby$my przez ,matematyke” rozumieli tylko bardzo
ograniczony jej wycinek.

2,299

II. Matematyka nie mialaby tresci, tylko gdyby$my przez ,tresé
wasko okreslong tresé empiryczna.

rozumieli

Z punktu widzenia filozofii matematyki szczegdlnie ciekawa jest argumenta-
cja Godla na rzecz tezy I, poniewaz odnosi sie ona wprost do jego wynikow
metalogicznych. Znacznie prostsza jej wersja, odnoszgca sie do I Twierdzenia
Godla o niezupelnoéci, zostala przedstawiona w (Godel 1951/1995). Wymie-
rzona jest ona przeciwko bardzo prostej wersji SIM, zgodnie z ktorg twierdze-
nia matematyczne sprowadzalne sa do prawd definicyjnych, czyli tautologii
o postaci ,a=a”. Gdyby tak bylo, pisze Godel, mielibyémy gotowa procedure
pozwalajaca rozstrzygnaé, czy dane zdanie jest twierdzeniem arytmetyki. Po-
legalaby ona na sprawdzeniu, czy jest ono sprowadzalne za pomoca ciagu
podstawienn do tautologii o postaci ,,a=a”. Procedury takiej mie¢ jednak nie
mozemy, co wynika wprost z I Twierdzenia Godla: gdyby taka procedura ist-
niala, teoria ta bylaby w stanie dla kazdego zdania orzec, czy jest ono jej
twierdzeniem, czy tez jest mozliwe do obalenia (1951/1995: 316).

W zarysowanym argumencie atakowana jest mozliwie najprostsza forma
SIM. Natomiast argument podany w artykule Is Mathematics Syntax of Lan-

11 Czyli na przyklad arytmetyka Robinsona Q lub arytmetyka Skolema (tzw. PRA, pri-
mitive recursive arithmetic).
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guage? wymierzony jest w ogoélna postaé tego stanowiska!2. Podstawowy za-
rzut wobec SIM opiera sie na postulacie (4). Zgodnie z nim reguly syntak-
tyczne stanowigce podstawe matematyki nie powinny implikowaé zadnych
zdan empirycznych czy, szerzej, pozajezykowych. Aby uczyni¢ zado$¢ temu
postulatowi i upewni¢ sie, ze reguly syntaktyczne wybranej teorii formalnej
maja konsekwencje wylacznie dotyczace syntaktycznych regul postugiwania
sie jezykiem, musimy najpierw uzasadni¢ niesprzeczno$é tego systemu for-
malnego. Bez uzasadnienia niesprzeczno$ci nie bedziemy wiedzie¢, czy jego
reguly sa czysto syntaktyczne, tj. czy nie implikuja zadnych zdan o faktach
empirycznych. Jak bowiem glosi tzw. zasada Dunsa Szkota, ze sprzeczno$ci
wynika cokolwiek, a w szczego6lnoSci dowolne zdanie empiryczne.

Na mocy II Twierdzenia Godla nie da sie jednak udowodni¢ niesprzeczno-
Sci danego systemu formalnego, ktory opisywalby znaczna cze$¢ matematyki,
przy uzyciu jedynie zasobow tego systemu. Moéwiac doktadniej, IT Twierdze-
nie Godla glosi, ze w zadnej teorii Th, w ktérej mozna wyrazi¢ wlasno$ci syn-
taktyczne, takie jak dowodliwo$¢, bycie zdaniem, bycie formula, nie moze by¢
udowodnione zdanie, ktére w luznej naturalnojezykowej interpretacji stwierdza
niesprzecznoé¢ teorii Th. Zdanie to mozna sformulowaé explicite za pomoca
wymySlonego przez Godla sposobu kodowania zdan i formul matematycz-
nych, takich jak ,x jest kodem zdania”, ,ciag d jest dowodem zdania z w teorii
Th” itp. za pomocg formul arytmetycznych. Na mocy II Twierdzenia Godla
zdaniem niedowodliwym w teorii Th jest zdanie gloszace ,nieprawda, ze ist-
nieje dowod zdania ‘o=1" z aksjomatéw teorii Th”. Zaréwno wlasnoé¢ bycia
dowodem zdania ,,0=1"13, jak i bycie aksjomatem teorii Th czy dowodem sa
wyrazalne w Th na mocy zalozen4.

Aby udowodnié¢ niesprzeczno$é¢ danego systemu formalnego, musimy
wyj$c¢ poza ten system. Dla przykladu, teoria arytmetyki Peana (PA) nie moze,
na mocy II Twierdzenia Godla, udowodni¢ zdania stwierdzajacego nie-
sprzeczno$¢ PA. Moze to jednak osiaggnaé teoria mocniejsza, np. teoria mno-
goSci ZF. W jej ramach mozemy pokazaé, ze PA ma model, mianowicie zbior
liczb naturalnych wraz ze standardowo okre$lonymi dzialaniami dodawania
i mnozenia. Teoria PA jest wiec dowodliwie niesprzeczna w ramach teorii

12 Mozna zauwazy¢, ze argument ten jest juz zasygnalizowany niejako mimochodem
w wykladzie im. Gibbsa (Godel 1951/1995: 315, przyp. 23).

13 Albo dowolnej innej sprzecznosci.

4 Pomijam tutaj z konieczno$ci pewne szczeg6ly techniczne nieistotne z punktu widzenia
moich dociekan. Wazne dla dowodu II Twierdzenia Gédla jest m.in. to, by arytmetyczny
predykat dowodliwoSci spelnial pewne intuicyjne warunki, zwane warunkami Godla—Loba.
Dobra prezentacje twierdzeni Godla o niezupelnoéci mozna znalezé np. w Krajewski 2003,
Smith 2013.



CZY MATEMATYKA JEST SKLADNIA JEZYKA? 53

mnogosci ZF. Aby udowodni¢ niesprzecznoéc teorii ZF, potrzebujemy jeszcze
silniejszej teorii i tak ad infinitum.

Argumentacje Godla przeciwko tezie SIM o sprowadzalno$ci zdan mate-
matycznych do zdan prawdziwych na mocy regul syntaktycznych mozna wiec
przedstawié nastepujgco (por. Awodey, Carus 2001: 5-6):

i. Aby matematyka byta mozliwa do zinterpretowania jako skladnia jezyka
pozbawiona konsekwencji empirycznych, musi zosta¢ udowodnione, ze sys-
tem tych regul jezykowych nie ma zadnych empirycznych konsekwencji.
W tym celu musimy uzasadnié niesprzeczno$é tego systemu.

ii. Juz dla bardzo prostych systeméw matematycznych, takich jak system
aksjomatyczny elementarnej arytmetyki, nie mozna udowodnié niesprzeczno-
$ci tego systemu w nim samym. Wynika to z II Twierdzenia Gédla.

iii. Kazdy dowod niesprzecznoéci takiego systemu formalnego zaklada
niesprzeczno$é silniejszego systemu, w ktérym jest przeprowadzony. Aby
udowodnié te niesprzeczno$¢, musimy odwolaé sie do teorii silniejszej. Pro-
wadzi to do regresu w nieskonczono$¢.

iv. A zatem: postulat wyrazony w (i) nie moze zostaé spelniony, a mate-
matyka nie moze zostac zinterpretowana jako skladnia jezyka.

Argument (i)-(iv) stanowi, zdaniem Go6dla, zadowalajace uzasadnienie tezy,
ze matematyka nie moze zostac¢ zinterpretowana jako skladnia jezyka. Istotnie,
sprawia on wrazenie argumentu o niezwykle duzej mocy, poniewaz zawiera
niewiele wiecej zatozen ponad twierdzenia udowodnione calkowicie $cistymi
metodami. Nie znaczy to rzecz jasna, ze nie da sie go podwazy¢, wszak nawet
Godel zgodzilby sie, ze w swoim obecnym stadium filozofia nie dostarcza
w pelni rozstrzygajacych argumentéw. Konkretnym zarzutom wobec argu-
mentacji Godla przyjrze sie w nastepnej czesci artykutu.

Argument (i)-(iv) uzupelniony jest wywodem wymierzonym w drugg teze
SIM, gloszaca, ze matematyka nie ma tre$ci. Godel przedstawia trzy glowne
argumenty na rzecz niemozliwoéci wyeliminowania tresci matematycznej's.
Po pierwsze, zwraca uwage na mozliwo$é arbitralnego uznania faktéw doty-
czacych pewnego aspektu rzeczywistoSci za wynikajace z konwencji rzadza-
cych naszym sposobem uzycia jezyka. Odwoluje sie do nastepujacego ekspe-
rymentu mySlowego. Gdyby$my posiadali zmyst calkowicie oddzielony od
pozostalych zmystow, ktory jednak dostarczalby nam postrzezen w sposéb re-

15 Artykul (Godel 1953/1995) zawiera szereg powiazanych ze soba pomniejszych argu-
mentoéw na rzecz tej tezy. Przedstawiam tutaj tylko najwazniejsze, moim zdaniem, aspekty
jego argumentacji. Korzystam m.in. z Wéjtowicz 2002: 50-56.
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gularny i wiarygodny, to mogliby$my zinterpretowaé stwierdzenia dotyczace
faktow postrzeganych przez ten zmyst jako pozbawione treéci konwencje. Nie
mialyby one bowiem zadnych konsekwencji dla do§wiadczenia percepcyjne-
go, ktorego dostarczaja nam pozostale zmysly. Dokladnie w ten sposéb, zda-
niem Godla, pozytywisci logiczni traktuja wiedze uzyskiwang za pomocg in-
tuicji matematyczne;.

Po drugie, Godel zwraca uwage na fakt, ze mozemy catkowicie arbitralnie
uznac¢ pewne dane empiryczne za konwencje jezykowe. Dla przykladu, mimo
ze o istnieniu przedmiotéw fizycznych informuje nas do§wiadczenie zmysto-
we, to mozemy przyja¢ pewien system formalny, ktorego konsekwencja be-
dzie uznanie istnienia takich obiektéw. Nie czyni to jednak w zaden sposob
faktu istnienia przedmiotow fizycznych konieczna prawda analityczna.

Po trzecie, uzasadnieniem tezy o braku tresci zdan matematycznych miata
by¢ konstatacja, ze nie implikuja one zadnych zdan empirycznych, jesli trak-
tujemy je w oderwaniu od do$wiadczenia. Konstatacja ta jest bezzasadna, po-
niewaz, jak pisal Godel:

Prawa przyrody bez matematyki czy logiki rownie mato moéwia o do$wiadczeniu, co
matematyka bez praw przyrody. To, ze matematyka, przynajmniej w wiekszoS$ci zasto-
sowan, dodaje co$ do treéci praw natury, jest widoczne najlepiej na przyktadach, gdzie
mamy do czynienia z bardzo prostymi prawami dotyczacymi pewnych elementéw, np.
dotyczacymi zachowan ukladéw elektronicznych. Tu matematyka w oczywisty sposob
dodaje ogblne prawa dotyczace tego, w jaki sposdb beda zachowywac sie te uktady. To
za$, ze prawa matematyki nie zawieraja sie¢ w prawach przyrody, wida¢ na podstawie
nastepujacych faktéw: (a) Moga one zawieraé pojecia niedefiniowalne w terminach
pojawiajacych sie w prawach przyrody (np. pojecie kombinacji dowolnej skonczonej
liczby elementéw). (b) Aby méc zrozumieé prawa natury w ich matematycznym aspekcie,
wystarczy zna¢ reguly decydujace o ich aplikowalnosci w kazdym konkretnym przy-
padku. Takie reguly nie implikujg jednak ogélnych praw nimi rzadzacych. (c) Takie
ogblne prawa moga nawet wymagac¢ nowych empirycznych rozumowan indukcyjnych
(Godel 1953/1995: 360, cyt. za Wojtowicz 2002: 52-53).

Przykladem zdania empirycznego, ktére jest implikowane przez twierdzenie
matematyki, moze by¢ przewidywanie dotyczace zachowania pewnej maszyny
szukajacej rozkltadu liczby parzystej na sume dwoch liczb pierwszych. Jesli hi-
poteza Goldbacha (gloszaca, ze dla kazdej liczby parzystej taki rozklad jest moz-
liwy) bylaby prawdziwa, implikowaloby to empiryczne przewidywanie, zgodnie
z ktérym taka maszyna w pewnym momencie sie zatrzyma, podajac rozwiaza-
nie, niezaleznie od liczby, ktérej rozklad przeprowadza (1953/1995: 340).
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4. ZARZUTY WOBEC ARGUMENTU GODLA

Argumenty Godla przeciwko SIM opisane w poprzedniej czeéci s3 orygi-
nalne i w interesujacy sposéb nawigzuja do jego wynikow metamatematycz-
nych. Jednakze, jak wszystkie ciekawe argumenty filozoficzne, moga budzié
pewne kontrowersje i watpliwos$ci. W tym rozdziale przyjrze sie blizej dwom
takim kontrowersjom. Po pierwsze, przeanalizuje zarzut autorstwa Steve’a
Awodeya i A.W. Carusa (2001) odnoszacy sie do argumentu Gédla przeciwko
mozliwo$ci syntaktycznej interpretacji matematyki. Po drugie, przedstawie
zarzut zarysowany przez Warrena Goldfarba (1995) we wstepie do poSmiert-
nego wydania Is Mathematics Syntax of Language?, odnoszacy sie do argu-
mentacji Godla na rzecz niemozliwo$ci wyeliminowania tre$ci matematycz-
nej. Przy okazji postaram sie odpowiedzie¢ na pytanie, czy opisywana przez
Godla teoria SIM moze by¢ trafnie przypisana formalistom.

4.1. ZARZUT AWODEYA I CARUSA

Awodey i Carus w artykule How Carnap Could Have Replied to Godel
rozwazaja mozliwe odpowiedzi Carnapa na argument Godla przeciwko SIM.
Ich zdaniem argument ten oparty jest na pewnym blednym zalozeniu (Awodey,
Carus 2001: 7-8). Godel zdaje sie zakladac, ze celem pozytywistow logicznych
jest udowodnienie trafno$ci SIM. Zgadzaja sie oni z tym, ze skoro SIM ma nie
implikowaé zadnych zdan empirycznych, to system regul formalnych S, na
ktérych interpretacja ta jest oparta, musi by¢ niesprzeczny. Zachodzi wiec
implikacja od trafnoSci SIM do niesprzecznoéci S. Argument Godla opiera sie
jednak nie na tym, ze S jest faktycznie sprzeczny, lecz na stwierdzeniu, zZe nie-
sprzecznoSci tego systemu nie da sie udowodni¢ wewnatrz samego S. Jak jed-
nak zauwazaja autorzy, dla trafnos$ci SIM nie jest konieczna dowodliwo$¢ nie-
sprzeczno$ci S, lecz jedynie jego niesprzeczno$é, ktora jest slabszym
zalozeniem.

Uwage Awodeya i Carusa uwazam za ciekawa. My§le natomiast, ze argu-
ment Godla mozna obronié¢ przed ich zarzutem. Po pierwsze, zauwazmy, ze
zwolennicy SIM moga broni¢ slabszej, hipotetycznej formy tego stanowiska,
tzn. pogladu méwiacego, ze jesli system S jest niesprzeczny, to SIM jest trafny.
Wowecezas opieraliby trafno$é SIM na niesprzeczno$ci systemu S, ktora jest
twierdzeniem matematycznym, niemozliwym do sprowadzenia do regul S (na
mocy II Twierdzenia Godla). W takim wypadku musza jednak zaklada¢ pewne
twierdzenie, ktéremu w ramach swojego stanowiska odmawiajg tresci. Jest
to, delikatnie rzecz ujmujac, dziwne polozenie epistemiczne.
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Po drugie, wydaje sie, ze argument Godla spelilby swoje zadanie, nawet
gdyby zatozenie dowodliwosci oslabié, zastepujac warunkiem uzasadnialnos$ci
niesprzeczno$ci. Zwolennicy SIM zobowiazani sa do uzasadnienia swojego
stanowiska, co (zakladajac kompozycyjnosé predykatu uzasadnienia) wymaga
uzasadnienia niesprzeczno$ci systemu formalnego, do ktérego regul wszyst-
kie twierdzenia matematyczne mialyby by¢ sprowadzalne. Taka modyfikacja
argumentu Goédla moglaby polega¢ na dolgczeniu dodatkowej przestanki
stwierdzajacej, ze jedynym dopuszczalnym sposobem uzasadnienia nie-
sprzeczno$ci w ramach formalizmu jest jej dow6d formalny.

Dla por6wnania, w ramach stanowiska realistycznego, cho¢ niesprzecznoéci
systemu formalnego nie mozna udowodni¢ w nim samym, to mozna ja uza-
sadnié¢ na inne sposoby. W zaleznosci od konkretnego podejscia realistycznego,
jego przedstawiciele moga odwolywac sie do intuicji matematycznej, indukeji
niezupelnej, owocnosSci rozwazanego systemu formalnego itp. Realista ma
zatem wiele sposobéw uzasadnienia niesprzecznosci r6znych od dowodu tego
faktu matematycznego.

Wydaje sie natomiast, ze zwolennicy syntaktycznej interpretacji matema-
tyki sa pozbawieni innych niz dowodliwo$¢ sposobéw uzasadnienia nie-
sprzeczno$ci systemu formalnego, na ktérego regulach opieraja swoja inter-
pretacje. Wszelkie fakty matematyczne, a zatem takze niesprzeczno$c tego
systemu, powinny by¢, w ramach SIM, sprowadzalne do faktow dotyczacych
regul syntaktycznych tego systemu. Uzasadnienie SIM samo z siebie nie wy-
maga udowodnienia niesprzecznoSci systemu formalnego, ale wymaga uza-
sadnienia tej niesprzecznoS$ci. Zwolennicy SIM natomiast sami pozbawiaja sie
mozliwo$ci uzasadnienia tego faktu inaczej niz przez dowod formalny. Alter-
natywa dla zwolennikow SIM pozostaje wiec tylko przyjecie tego stanowiska
bez uzasadnienia, co wydaje sie mato atrakcyjnym dogmatyzmem.

Pewna strategia, ktora mogliby obra¢ formaliéci, aby odpowiedzie¢ na ten
zarzut, jest wskazanie innego niz dowdd formalny sposobu uzasadnienia tezy
o niesprzecznosci systemu formalnego, do ktérego regul mialaby byé¢ sprowa-
dzalna tres¢ matematyki. Obronca formalizmu méglby na przyklad wskazac,
ze akceptujac pewien system formalny S, jesteSmy epistemicznie upowaznieni
do akceptacji jego niesprzeczno$ci. Teze taka wywodzi sie czesto z uwag samego
Godla (1946/1990: 151) oraz prac Solomona Fefermana (por. np. Feferman
1991: 1). W bardziej og6lnym sformulowaniu przyjmuje ona postac tezy o tzw.
niejawnych zobowiagzaniach teorii (ang. implicit commitment thesis). Glosi
ona, ze akceptujac dana teorie formalng S, jesteSmy jednoczeSnie zobowigzani
do uznania pewnych zdan niewynikajacych logicznie z tej teorii, ktore jednak
sq zawarte implicite w akceptacji teorii S. Przykladem takich zobowigzan moze
by¢ wlaénie zdanie stwierdzajace niesprzeczno$¢ S czy jakis rodzaj zasady re-
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fleksji nad ta teorig!6. Nie mozemy bowiem racjonalnie uznawac teorii S,
twierdzac jednoczesnie, ze S jest sprzecznym systemem.

Rozwigzanie to, cho¢ moze wygladaé obiecujaco, wiaze sie z kilkoma po-
waznymi problemami. Po pierwsze, aby strategia ta okazala sie skuteczna,
formalisci musieliby najpierw poda¢ dobre uzasadnienie tezy o niejawnych
zobowigzaniach teorii. Teza ta jest przedmiotem ozywionej debaty wsrdd lo-
gikow i filozoféw i z calg pewnoécia nie moze by¢ przyjmowana za pewnik?.
Po drugie, nalezaloby pokaza¢, ze teza ta jest mozliwa do pogodzenia z ogdlnym
podejéciem formalistow do matematyki. Wydaje sie bowiem, ze teza o niejaw-
nych zobowigzaniach opiera sie na zatozeniu, zgodnie z ktérym matematyka
ma tre$é. Trudno bowiem uzasadnié, dlaczego, akceptujac teorie pozbawiong
tredci, mielibySmy by¢ zobowiazani do uznania jej niesprzeczno$ci. Co wiecej,
sam zwrot ,akceptacja teorii” nie ma w ramach formalizmu oczywistego od-
czytania. Formali$ci mogg uzywac teorii formalnej, ale nie jest jasne, co mia-
loby znaczy¢, ze akceptuja teorie, ktorej nie przyznaja zadnej treéci. Twierdza
bowiem, ze matematyka jest podobna do gry, w ktérej manipuluje sie znakami
— czy mozna powiedzieé, ze akceptuje sie gre? Eksplikacja pojecia akceptacji
teorii wydaje sie kluczowa w tej dyskusji (por. np. Cieélinski 2017: 235-247,
Franzén 2004: 213-218). Wreszcie, teza ta wydaje sie staé w sprzecznosci
z Carnapowska zasada tolerancji, zgodnie z ktéra mamy pelng swobode w wy-
borze systemu formalnego, ktérego uzywamy. Naklada ona bowiem ograni-
czenia na wybor teorii, co do ktorych jesteémy przekonani, ze sa sprzeczne.
Bez rozwigzania wyzej wymienionych problemoéw trudno uzna¢ opisang stra-
tegie obrony formalizmu przed zarzutem Godla za udana.

4.2. ZARZUT GOLDFARBA

Drugi z zarzutow zostal przedstawiony przez Goldfarba (1995) i odnosi sie
do Godlowskich argumentéw przeciwko mozliwosci wyeliminowania treéci
matematycznej. Zdaniem Goldfarba argumentacja Godla opiera sie na niejaw-
nym zalozeniu, zgodnie z ktéorym w ramach pozytywizmu logicznego podzial na
zdania empiryczne i analityczne powinien by¢ dany przed przyjeciem konwencji
matematycznych. Zgodnie z tym zalozeniem istnieje $wiat zjawisk empirycz-
nych, do ktérych dopiero potem dodajemy konwencje matematyczne. Od tych

16 Przez zasade refleksji nad teorig Th rozumiem zdanie (lub schemat), ktore formalizuje
jej trafnos¢. Intuicyjnie, zasady refleksji glosza, ze zdania, ktore sa dowodliwe w tej teorii,
sg rowniez prawdziwe. Zasady refleksji moga by¢ formulowane na rézne sposoby i mieé
r6zng site dowodowa (por. np. Cieslinski 2017: 207-231).

17 Dyskusje nad teza o niejawnych zobowigzaniach mozna znaleZ¢é m.in. w Dean 2015,
Nicolai, Piazza 2019.
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konwencji wymagamy za$, by nie mialy konsekwencji dla okre$lonej wczesniej
dziedziny prawd empirycznych. Goldfarb wskazuje na alternatywna mozliwo$c¢
odczytania tezy pozytywizmu logicznego. Zgodnie z nig empiryczno$é¢ lub ana-
litycznoéc¢ zdan zalezy od przyjetej wezesniej siatki pojeciowej. Pytanie o anali-
tyczno$é zdania jest wiec typowym zagadnieniem ,wewnetrznym” w sensie
Carnapa. Zadawanie go w izolacji od przyjetego systemu jezyka nie ma sensu.
Zarzut ten wiaze sie z szerszym zagadnieniem: czy adekwatne jest charakte-
ryzowanie stanowiska pozytywistow logicznych jako SIM? Watpliwo$ci moze
budzi¢ zwlaszcza zaklasyfikowanie Carnapa jako zwolennika takiego podejscia
do matematyki. Dla przykladu mozna zauwazy¢, ze explicite odrzucat on zaloze-
nie o finitystycznoSci regul jezykowych (Carnap 1935: 114)18. Jeszcze powaz-
niejszy problem stanowi zasadniczo antymetafizyczne nastawienie Carnapa
w interpretacji teorii naukowych, ktére przedstawil w artykule Empiricism,
Semantics and Ontology (Carnap 1950). Carnap wprowadzil tam rozréznienie
na ,wewnetrzne” (internal) i ,zewnetrzne” (external) pytania o istnienie. Zwrocil
uwage na fakt, ze w kazdej nauce zalozona jest pewna rama pojeciowa. W obre-
bie tej ramy pojeciowej mozemy formulowaé ,wewnetrzne” pytania egzysten-
cjalne. Na przyklad, w ramach pojeciowych teorii liczb mozemy zastanawiac
sie, czy istnieje liczba, ktéra podniesiona do kwadratu da liczbe 2. Wewnatrz
teorii liczb calkowitych mozemy daé¢ odpowiedZ negatywna na to pytanie. We-
wnatrz innych ram pojeciowych odpowiedZz moze by¢ pozytywna. ,Zewne-
trzne” pytania o istnienie, czyli pytania o istnienie niezaleznie od wybranej
ramy pojeciowej sg, zdaniem Carnapa, caltkowicie pozbawione sensu. Zaloze-
nie to podwaza sensowno$c calego przedsiewziecia tradycyjnej metafizyki.
Wydaje sie, ze uwaga Goldfarba dotyczaca wlasciwej interpretacji stano-
wiska Carnapa jest stluszna. Czy jednak takie odczytanie ratuje to stanowisko
przed argumentem Godla? Moim zdaniem jest ono wciaz narazone na po-
wazne zarzuty. Pierwszy z nich zwigzany jest z podzialem na prawdy anali-
tyczne i empiryczne. Jesli rozréznienie to przeprowadzane jest juz wewnatrz
systemu, a nie jest traktowane jako pewna dana z géry wlasnoé¢ zdan, to na
jakiej podstawie uznajemy, ze treS¢ maja tylko te drugie, podczas gdy zdania
analityczne sa jej pozbawione? Odpowiedz formalistow z reguly wskazuje na
reguly jezykowe. Je$li zdanie wynika z regul jezykowych, to jest analityczne.
Jesli za$ jest od nich niezalezne, to jest empiryczne. Tak przeprowadzonemu
rozroznieniu mozna jednak postawié¢ zarzut oparty na Godlowskich wynikach
formalnych. Na mocy I Twierdzenia G6dla, w przypadku pewnych systeméw
formalnych takich jak PA czy ZF istnieja poprawne zdania tej teorii, ktore sg

17 Sam Godel zwrdcil uwage na ten fakt (1953/1995: 338, przyp. 14). Ponadto, zalozenie
to jest wysoce kontrowersyjne z punktu widzenia pozytywistycznego programu w filozofii
matematyki.
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przez nie nierozstrzygalne. Co wiecej, niektore z takich zdan, takie jak zdanie
Godla stwierdzajace wlasna niedowodliwo$é, sa intuicyjnie prawdziwe. Mimo
to wydaje sie, ze nie powinni$émy uznawac ich za prawdy empiryczne.

Bez niekontrowersyjnego kryterium podzialu na zdania empiryczne i ana-
lityczne formaliSci s3 pozbawieni podstawowego narzedzia pozwalajacego na
odro6znienie zdan empirycznych od pozbawionych tresci analitycznych zdan
matematyki. Mozliwo$¢é przeprowadzenia tego podzialu byla atakowana przez
Quine’a w stynnych Dwéch dogmatach empiryzmu z 1951 r., ale uwagi idace
w tym kierunku mozna znaleZ¢ takze u Godla w tekécie powstalym w podobnym
okresie. W Is Mathematics Syntax of Language Godel zauwaza, ze w teorii em-
pirycznej nie da sie oddzieli¢ znaczenia, jakie dla do§wiadczenia maja prawa
przyrody, od tego wynikajgcego z aparatury matematycznej, z ktorej korzysta ta
teoria (Godel 1953/1995: 360)19. Wszelkie proby przeprowadzenia takiego roz-
r6znienia zdaja sie podatne na wczeéniej zarysowany kontrargument.

Cho¢ zarzut Goldfarba trudno traktowaé jako udana obrone stanowiska
formalistycznego (czy nawet samego tylko stanowiska Carnapa) przed argu-
mentem Godla, to zwraca on uwage na pewien istotny fakt. Godel reprezentuje
catkowicie odmienne podejScie do probleméw metafizycznych, zgodnie z kt6-
rym pytania metafizyczne maja sens i ostateczna odpowiedz niezaleznie od tego,
czy bedziemy w stanie kiedykolwiek do niej doj$¢. Rozwazajac podejscie do
matematyki pozytywistow logicznych, zdaje sie zakladaé, ze stanowisko to, o ile
moéwi co$ sensownego, musi mie¢ implikacje metafizyczne. Jako teze metafi-
zyczna traktuje wiec takze SIM i zwalczajac ja, uzywa argumentow metafizycz-
nych na réwni z epistemologicznymi. Zdaje sie, ze tylko taka wersja SIM Godel
mogl byé zainteresowany w swoich filozoficznych dociekaniach. By¢ moze, zary-
sowane wyzej problemy z podej$ciem antymetafizycznym, w ktérym zaréwno
konwencje jezykowe, jak i dane empiryczne sa zalezne od teorii, sa mozliwe do
rozwigzania i ze SIM mozna sensownie zinterpretowaé jako teze niemetafi-
zyczng. Jesli jednak potraktowaé formalizm jako teze metafizyczna gloszacy, ze
fakty matematyczne sa sprowadzalne do faktéw syntaktycznych, to argument
Godla zdaje sie skutecznie odpieraé to stanowisko.

Podsumowujac, argumentacja Godla wymierzona w SIM jest bardzo ory-
ginalnym rozumowaniem, opartym na doniostych wynikach logicznych. Co
wiecej, po uwzglednieniu pewnych drobnych modyfikacji broni sie ona przed
zarzutami stawianymi jej przez Awodeya i Carusa oraz Goldfarba. Pewne
watpliwoéci moze budzié przypisywanie tego stanowiska pozytywistom lo-
gicznym takim jak Carnap, z uwagi na ich antymetafizyczne nastawienie. Ich
podejécie wiaze sie jednak z powaznymi trudno$ciami, ktére staralem sie

19 Zob. fragment cytowany wyzej na konicu czeéci trzeciej.
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wskazaé. Bez wzgledu na te watpliwoéci, argumentacja Godla wydaje sie sku-
tecznie pokazywaé, ze o ile potraktujemy SIM jako teze o tresci zdah mate-
matycznych, o tym, do czego sie odnosza, to teza ta musi by¢ falszywa.
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