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Abstract
THE EARLIEST FORM OF HILBERT’S FORMALISM

The aim of this paper is to describe and analyze the first (1922) of a long series of Hilbert’s works
in which he presented the mature version of formalism. His formalism in 1922 can be called mature
because it is characterized by an explicit introduction of metamathematics. Hilbert distinguishes
several levels of mathematics (not just two, as one may think — formalized mathematics and
metamathematics): the level of meaningless arithmetical signs, labelled I-Z in this paper, the level
of arithmetic with content (inhaltliche Arithmetik), I1-T, which describes signs from level I-Z, the
level of formalized mathematics, II-F (Hilbert postulated a full formalization of mathematics),
and the level of metamathematics with content, III-MM, which describes signs from level II-F.
Hilbert emphasized that the relation of III-MM to II-F is the same as the relation of II-T to I-Z
(description, investigation). In this way, he tried to characterize metamathematics. He expected
that in ITI-MM a consistency proof of II-F could be built, which was the aim of Hilbert’s formalism.
This paper discusses Hilbert’s first proof of an auxiliary metamathematical theorem. It is indi-
cated that, on level III-MM, Hilbert assumed a part of arithmetic from level II-T and the classical
logic. Although in 1922 he did not distinguish explicitly between the finite and infinite mathe-
matics and between the real and ideal mathematics, such a division was implicit in his study. This
allows us to assume that already in 1922 Hilbert had an idea of a finitistic consistency proof of in-
finitistic mathematics, announced a few years later. It appears, therefore, that already in 1922 he
had a very clear idea of formalism, which was presented in detail in the middle of the decade. Hilbert
was also aware in 1922 that Brouwer’s objections would eventually force him to explain the issue
of logical foundations of classical mathematics.
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Koncepcja metamatematyki (Metamathematik, Beweistheorie) byla nie-
usuwalnym elementem Hilbertowskiego programu formalizmu, w ktérym
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mial by¢ w przyszlosci przeprowadzony dowod niesprzeczno$ci matematyki.
Pierwszym celem tego artykulu jest przedstawienie najwcze$niejszej wersji
formalizmu, w ktora jest juz $wiadomie wkomponowana metamatematyka!.
Hilbert przedstawil ja w 1922 r. w artykule Neubegriindung der Mathematik.
Erste Mitteilung. Wersja ta jest malo znana, poniewaz w serii p6zniejszych
artykuléw autor znacznie doprecyzowal swoja koncepcje. Zazwyczaj, gdy
przedstawia sie program Hilberta (w wersji filozoficznej), czyni sie to na pod-
stawie pracy Uber das Unendliche z 1926 roku. Przedstawienie gléwnych idei
pierwszego etapu pozwoli poréwna¢ je na koniec z niektérymi ideami dojrzal-
szych wersji formalizmu.

Drugim celem artykulu jest zwrdcenie uwagi na wielopoziomowo$é ma-
tematyki wylaniajgca sie z pierwszego przedstawienia formalizmu. Tradycyj-
ne ograniczanie sie tylko do dwéch pozioméw — sformalizowanej matematyki
i treSciowej metamatematyki — jest zubozeniem koncepcji Hilberta2. Hilbert
odwolywal sie do bardzo istotnych, zapomnianych p6zniej analogii w rela-
cjach miedzy niektérymi poziomami matematyki (metamatematyki).

Hilbert stwierdza na poczatku, ze do podjecia badan sklonil go stan pod-
staw matematyki powstaly w wyniku odkry¢ antynomii teoriomnogos$cio-
wych. Jego celem jest danie matematyce solidnych podstaw przez wykazanie
niesprzecznosci zrekonstruowanej matematyki. Wskazuje, ze w matematyce
przeprowadzano dotad dowody wzglednej niesprzeczno$ci, na przyklad do-
wod niesprzeczno$ci geometrii przez jej ,redukcje” do analizy (arytmetyki
liczb rzeczywistych). Nie przeprowadzano natomiast dowodéw bezwzgledne;j
niesprzeczno$ci — na przyklad teorii mnogoéci, ktérej nie da sie redukowaé
do bardziej podstawowej teorii (Hilbert 1922: 157-162).

1 Hilbert juz w 1900 r. jako drugi problem matematyki na przelomie wiekdéw wskazy-
wal kwestie dowodu niesprzeczno$ci arytmetyki liczb rzeczywistych. Na poczatku XX w.
pracowat nad dowodem niesprzeczno$ci arytmetyki liczb naturalnych i juz wtedy antycy-
powat pewne idee p6Zniejszego programu formalizmu (m.in. wlaénie pelng formalizacje je-
zyka matematyki). W tej propozycji nie bylo jednak mowy o Sswiadomym wydzieleniu po-
ziomu metamatematyki, na ktérym odbywalyby sie badania teorii matematycznych
(Hilbert 1905). Dlatego mozna zasadnie twierdzi¢, ze na poczatku XX w. Hilbert nie przed-
stawil jeszcze pelnej wersji formalizmu.

2 Program Hilberta, ktérego celem bylo udowodnienie niesprzeczno$ci matematyki na
poziomie metamatematyki, doczekal sie w ostatnich czterech dziesiecioleciach wielu wni-
kliwych opracowan (por. Detlefsen 1986, Giaquinto 1983, Kreisel 1983, Peckhaus 1990,
Sieg 2013). Nie dostrzezono w nich jednak, ze pierwotnie program ten zawieral wiecej roz-
r6znien niz tradycyjnie akceptowany podzial na matematyke i metamatematyke.
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1. POZIOM I-Z3

Hilbert zdecydowanie odzegnywat sie od koncepcji opierajacych matematyke
na teorii mnogoSci. Przekonywal, ze takie narzedzia jak zakresy pojeé¢ (klasy,
zbiory), ktorymi w budowaniu matematyki (arytmetyki) postugiwali sie Frege
i Russell — a takze, trzeba by doda¢, Cantor — prowadza do antynomii. Dlatego
fundament matematyki widzial w pozalogicznych dyskretnych przedmiotach,
ktore dane sa ogladowo przed wszelkim mysleniem. R6znice miedzy tymi przed-
miotami oraz ich nastepstwo tez musi by¢ ogladowo dane. Tymi przedmiotami
sq wedlug Hilberta znaki liczbowe (Zahlzeichen, Hilbert 1922: 162-163).

Trzeba mocno podkreslié, ze Hilbert utozsamia w swoim tekécie znaki
liczbowe z liczbami. Przy czym wprowadza znaki liczbowe (czyli liczby) w na-
stepujacy sposob:

Znak 1 jest liczba.

Znak, ktory zaczyna sie od 11 koniczy sie na 1, taki ze miedzy tymi dwoma znakami po 1

zawsze nastepuje + i po + zawsze nastepuje 1, jest takze liczba, np. znaki

1+1,
1+ 1 + 1 (Hilbert 1922: 163).

Hilbert dodaje, ze znaki liczbowe, ktoére sa tozsame z liczbami, same nie maja
zadnego znaczenia (Bedeutung). Nie odnosza sie do zadnej sfery przedmio-
towej, w szczegolnoSci nie oznaczaja zadnych zbioréw zbioréw czy (zakresow)
pojet pojeé, jak to byto w koncepcjach Cantora i Fregego. Same znaki liczbowe
konstytuuja — mozna by dopowiedzie¢ — sfere przedmiotéw (pewnej czeéci)
matematyki (Hilbert 1922: 163).

2. POZIOM II-T

Znakami liczbowymi (liczbami) jako wlaSciwymi przedmiotami zajmuje
sie arytmetyka tre$ciowa (inhaltliche Arithmetik). Postuguje sie ona pewnymi
nowymi znakami, tym razem znaczacymi. Ich znaczenia ulokowane sa jako
przedmioty na poziomie I-Z matematyki albo sa na tym poziomie pewnymi
stanami rzeczy i relacjami (Hilbert 1922: 163-164). Na przyklad znak ,2” uzy-
wany na poziomie II-T oznacza znak ,1 + 1” z poziomu I-Z, a znak ,,3” uzywany
na poziomie II-T oznacza znak ,1 + 1 + 1” z poziomu I-Z (Hilbert 1922: 163).

3 Symboliczne oznaczenia poszczegdlnych pozioméw matematyki (typu ,I-Z”) pocho-
dza od autora. Wprowadza sie je przede wszystkim po to, by w zdaniach stwierdzajacych
pewne relacje miedzy poziomami matematyki nie trzeba bylo odwolywaé sie do dlugich
stownych charakterystyk poszczegblnych poziomow.
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Na poziomie II-T formuluje sie wypowiedzi na temat znakdéw-
przedmiotéw z poziomu I-Z i na temat relacji miedzy nimi. I tak na poziomie
II-T mozna stusznie powiedzie¢, ze:

(A1) znak ,1 + 1 + 1”7 jest identyczny ze znakiem ,1 + 1 + 17,
(A2) znak ,1 + 1” zawiera sie w znaku ,,1 + 1 + 1” (Hilbert 1922: 163-164).

Na oznaczenie tych relacji, ktére zachodza miedzy znakami z poziomu I-Z,
uzywa sie na poziomie II-T odpowiednio znakow ,,=", ,,<” (Hilbert 1922: 163-
164). Mozna zatem na poziomie II-T, odwolujac sie do znakéw uzywanych na
tym poziomie, powyzsze zdania zapisa¢ nastepujaco:

(B1) Jd+14+1"=1+1+1"

(B2) Ad+17< 1+1+17,

albo:

(Cy) 3=3;

(C2) 2 < 3 (Hilbert 1922: 163-164).

Hilbert mocno podkreéla, ze na poziomie arytmetyki treSciowej4 (tu II-T)
nie ma miejsca na antynomie. Uzasadnia to tym, ze jej wypowiedzi dotycza
konkretnej dziedziny przedmiotowej (znakéw liczbowych). Nie ma tez na tym
poziomie aksjomatoéw. Nie trzeba z nich korzystaé, poniewaz aby stwierdzic¢
stan rzeczy lub relacje zachodzace na poziomie I-Z, wystarczy odwolaé sie do
dostepnej poznawczo sfery przedmiotowej arytmetyki tre$ciowej (Hilbert
1922: 164).

Przy okazji warto zaznaczy¢, ze Hilbert nie akceptuje tezy, zgodnie z ktora
wyrazenia typu (C1) i (C2) sa formulami. Edward Bernays w przypisie thuma-
czy to wzgledami formalnymi. Mamy tu jednak do czynienia z tekstem, w kt6-
rym pojecie formuly nie zostalo jeszcze precyzyjnie okre§lone, np. za pomoca
definicji indukcyjnej, a wiec istotniejsze jest stwierdzenie nastepujacego fak-
tu: nawet gdyby uzna¢ (C1) i (C2) za formuly, to nie sa one konieczne na po-
ziomie arytmetyki tre$ciowej (II-T). Sa one jedynie (bardzo) uzytecznymi, ale
niekoniecznymi skrotami wyrazen (A1) i (A2) (Hilbert 1922: 164).

Hilbert zauwaza, ze arytmetyke treSciowa mozna stosunkowo ,daleko”
rozwija¢. Niemniej nie da sie zbudowaé tak calej matematyki. Uzasadnia to

4 Hilbert pisze o arytmetyce treSciowej (inhaltliche Arithmetik), rzadziej o matematyce
treciowej (inhaltliche Mathematik). Ich ,tre$cia” s relacje i stany rzeczy na poziomie I-Z
matematyki. Matematyka tre§ciowa jest przeciwstawiona matematyce formalnej (formale
Mathematik). Ta ostatnia nie ma tresci albo (tak przyjmuje Hilbert w p6Zniejszych pis-
mach) traktuje sie ja tak, jakby nie miala zadnej tredci, abstrahuje sie od tresci.
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nastepujaco: nie sposob, z zasady, wskaza¢ znakéw liczbowych dla wszystkich
liczb rzeczywistych (ich zbidr jest mocy kontinuum) z poziomu przedmiotowego
1-Z czy tez wprowadzi¢ dla nich odpowiednich skrotow (takich jak ,2”, ,3”) na
poziomie arytmetyki treSciowej II-T (Hilbert 1922: 164-165).

3. POZIOM II-F

Hilbert podaje jeszcze jeden powdd, dla ktérego nie mozna calej mate-
matyki zbudowaé na poziomie II-T, czyli tak jak arytmetyki treSciowe;.
Stwierdza mianowicie, ze pewne fragmenty matematyki — chodzi mu dokladnie
o analize matematyczng — sa sformalizowane, ich twierdzenia sa podane w po-
staci formut i nie moga by¢ zastapione rozwazaniami treSciowymi (inhaltliche)
na poziomie II-T (Hilbert 1922: 165).

Wypada w tym miejscu wyjasnic, ze Hilbertowi chodzi tutaj zapewne o defi-
nicje i twierdzenia analizy zbudowanej przez Weierstrassa, w ktérych slowne
wyrazenia kwantyfikatorowe zostaly zastgpione odpowiednikami formalnymi
wprowadzonymi przez Fregego (znacznie uproszczonymi w Principiach).
W tej postaci definicje i twierdzenia analizy maja rzeczywiScie postaé formul.
Hilbert stwierdza, ze nie moga one by¢ przedstawione na poziomie II-T wlaénie
ze wzgledu na ich formalny charakter. Stad wycigga wniosek, ze cala matema-
tyke nalezy sformalizowaé, tzn. aksjomaty, twierdzenia, dowody (nie wspo-
mina o definicjach) nalezy podaé w postaci formul (Hilbert 1922: 165). W ten
sposob stworzony ma zosta¢ poziom matematyki nazywany tutaj I1-F.

Jakie sa podstawowe relacje miedzy poziomami matematyki II-T i II-F?
Najkroécej mozna powiedzieé, ze poziom II-T powinien zosta¢ sformalizowa-
ny, tzn. przeksztalcony w zbior formul, ktéry bedzie podzbiorem wiasciwym
zbioru formul matematyki budowanej na poziomie II-F. Niech przeksztalcona
w formuly matematyka treSciowa bedzie oznaczana przez II-T/F. Formuly tej
czes$ci matematyki II-F, czyli II-T/F, beda oznaczaly dalej przedmioty-znaki
i stany rzeczy dotyczace znakéw z poziomu I-Z matematyki. Formuly pozo-
stalej cze$ci matematyki II-F nie beda mialy Zadnego znaczenia w Zadnej
dziedzinie przedmiotowe;.

Mozna zauwazy¢, ze w takim ujeciu wida¢ dwie postacie nominalizmu
Hilberta. Formuly z poziomu II-T/F maja znaczenia w pewnej dziedzinie
przedmiotowej, ale rozwijajac matematyke II-F, nalezy to znaczenie pomijac,
kierujac sie tylko regulami syntaksy poziomu II-F. Wida¢ tu wyraznie nomi-
nalizm metodologiczny Hilberta. Natomiast formuly matematyki II-F (bez jej
czeSci II-T/F), pozbawione znaczenia w jakiejkolwiek dziedzinie przedmioto-
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wej, Swiadcza o Scistym nominalizmie Hilberta (widocznym w tekScie z 1922 r.).
Nominalizm dwupostaciowy Hilberta z 1922 r. jest r6zny od tego przypisywa-
nego zazwyczaj Hilbertowi w latach realizowania programu formalizmu no-
minalizmu metodologicznego.

Sformalizowana matematyka poziomu II-F moze by¢ przedmiotem badan
treSciowych (inhaltliche). Tych ostatnich nie da sie wyeliminowaé, zdaniem
Hilberta, ze sfery badan matematycznych (Hilbert 1922: 165). Okreéla je mia-
nem ,metamatematyki” (Metamathematik) albo ,teoria dowodu” (Beweis-
theorie, Hilbert 1922: 169, 174). Przykladowe stwierdzenie metamatematyki
odnoszace sie do poziomu II-F to chociazby: znak ,,—” wystepuje w poszcze-
goélnych przestankach (danego) dowodu nie wiecej niz dwa razy (Hilbert
1922: 171). Poziom (tre$ciowej) metamatematyki bedzie w tym artykule ozna-
czany przez I1I-MM.

Hilbert postuluje zachodzenie istotnej analogii miedzy relacja taczaca po-
ziom matematyki III-MM z II-F a relacja laczaca poziom matematyki II-T z I-Z.
Dla poziomu znakéw bez znaczenia, I-Z, budowana jest matematyka trescio-
wa, II-T, ktéra zawiera wypowiedzi o znakach z I-Z. Podobnie dla znakéw bez
znaczenias (formul) z poziomu II-F budowana jest treSciowa metamatematy-
ka ITII-MM, ktoéra zawiera wypowiedzi o znakach (formulach) z poziomu II-F
(Hilbert 1922: 165).

Jaki byl wedlug Hilberta cel budowania tre$ciowej metamatematyki?
Spodziewal sie, Zze na tym poziomie uda sie udowodnié niesprzeczno$é sfor-
malizowanej matematyki z poziomu II-F (Hilbert 1922: 164). Byla to jedna
z zasadniczych kwestii dotyczacych matematyki, do ktérej Hilbert przywiazy-
wal wielka wage od czasu, gdy dzieki Cantorowi zapoznal sie w 1899 r. z teo-
riomnogo$ciowa antynomig Burali-Fortiego (Hilbert 1900)6. W jednej z prac
z poczatku XX w. Hilbert probowat ,szkicowa¢” dowod niesprzecznosci aryt-
metyki liczb naturalnych (Hilbert 1905: 174-185), ale dopiero w analizowa-
nym tutaj tekscie z 1922 r. jasno wyodrebnil poziom metamatematyki, na kto-
rym chcial przeprowadzi¢ dowdd niesprzeczno$ci matematyki.

5 Abstrahuje sie tutaj, zgodnie ze wskazéwka nominalizmu metodologicznego, od zna-
czen znakow i formul z poziomu II-T/F, ktory jest czescia poziomu II-F.

6 W tej pracy, zlozonej do druku w 1899 r., Hilbert po podaniu pierwszej aksjomatyki
arytmetyki liczb rzeczywistych stawia problem jej niesprzeczno$ci. Wyraznie przy tym od-
woluje sie do Cantorowskiej terminologii wypracowanej przez tworce teorii mnogoéci wte-
dy, gdy staral sie on przeciwdziata¢ sytuacji problemowej wynikajacej z odkrycia antynomii
najwiekszej liczby porzadkowej (Cantor 1932). Wynika stad, ze Hilbert znat juz w 1899 r.
dzieki Cantorowi antynomie Burali-Fortiego. Potwierdza to Philip Jourdain (1904: 70),
twierdzac, ze Hilbert znal tresé¢ listbw Cantora do Dedekinda (Cantor 1932). Por. takze
Dadaczynski 2018.
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Wracajac do relacji miedzy parami poszczegblnych pozioméw matematy-
ki, trzeba zwr6ci¢ uwage na pewna roéznice miedzy tymi relacjami. Poziom I-Z
jest poziomem przedmiotowym. Zdania na temat znakéw z poziomu I-Z i ich
relacji formulowano dopiero na poziomie II-T. Matematyka na poziomie II-T
byla, jak podkreslal Hilbert, niesprzeczna, poniewaz zajmowala sie — naj-
ogoblniej — opisem pewnej dziedziny przedmiotowej. Poziom II-F, tak jak po-
ziom I-Z, to poziom znakéw. Pewne sekwencje tych znakéw (pewne formuly)
sa jednak zdaniami. Je$li przyjmie sie, ze np. A jest formulg-zdaniem z po-
ziomu II-F, to — dotad — nie bylo gwarancji, Ze na poziomie tym nie wystapi
formula ~A. To oznaczaloby sprzeczno$¢ w sformalizowanej matematyce.
Rozwazania treSciowe dotyczace znakow (formul) z poziomu II-F prowadzone
na poziomie metamatematycznym III-MM mialy wlasnie taka mozliwoéé¢ wy-
kluczy¢. Na poziomie MM-III mial zostaé przeprowadzony dowdd nie-
sprzecznosci sformalizowanej matematyki II-F. Ze wzgledu na nominalizm —
wedlug Hilberta przyjety z konieczno$ci — nie mozna bylo uzasadniac tej nie-
sprzecznoSci odniesieniem matematyki z poziomu II-F do jakiej$§ dziedziny
przedmiotowe;j.

Nastepnie Hilbert przechodzi do pokazania, jak technicznie powinna
przebiega¢ formalizacja matematyki, by sprowadzi¢ ja do poziomu II-F
(Hilbert 1922: 165-167). Czyni to w sposéb skomplikowany, nie wprowadzajac
definicji formuly. Z tych powodéw pomijam przedstawienie tego zagadnienia,
technicznie zostalo ono lepiej rozwiazane w nastepnych pracach Hilberta.
Autor stwierdza ogoélnie, ze trzeba formalizowa¢ aksjomaty i dowody, zapo-
minajgc o oczywistej w tym konteksScie koniecznosci formalizowania réwniez
twierdzen i definicji (Hilbert 1922: 167).

Trzeba natomiast zwréci¢ uwage na to, jak w 1922 r. pojmowal Hilbert
dowod (sformalizowany). Otéz dowod jest figura (zespolem znakoéw?), ktora
jako taka musi by¢ dana ogladowo (Hilbert 1922: 169). Dowdd sklada sie
z wnioskowan opartych na schemacie:

S
S—>T
T

gdzie kazda przeslanka jest albo aksjomatem (sformalizowanym), powstaje
z aksjomatu przez podstawienie, jest formula konkluzji wnioskowania (opar-
tego na tym samym schemacie) zawartego wcze$niej w dowodzie albo po-
wstaje przez podstawienie do takiej formuly-konkluzji (Hilbert 1922: 169)7.

7 Mocno nalezy podkresli¢, ze w swym tekscie Hilbert nie uwzglednia mozliwoSci, by
przestanka byla juz udowodnionym twierdzeniem lub podstawieniem dokonanym w takim
twierdzeniu.
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Wedlug Hilberta formuta jest dowodliwa (beweisbar), jesli jest aksjomatem,
powstaje z aksjomatu przez podstawienie, jest formulg koficowa dowodu albo
powstaje przez podstawienie do formuly koncowej dowodu (Hilbert 1922:
169). Mozna stwierdzi¢ zatem, ze Hilbert przyjmuje w sformalizowanej mate-
matyce dwie reguly wnioskowania: regule odrywania opartg na modus ponens
oraz regule podstawiania — choé tej ostatniej nie charakteryzuje precyzyjnie.

Zwrocié jeszcze nalezy uwage na stwierdzenie Hilberta, ze dowod jest da-
na ogladowo figura. Wydaje sie, ze trzeba to interpretowat w ten sposob, iz
dowdd jest po prostu formula zbudowana z formul, jest znakiem-calo$cia
zbudowanym ze znakéw prostych. Tak tez trzeba bedzie postrzegaé dowody
z plaszczyzny II1I-MM, czyli z poziomu metamatematyki.

4. POZIOM III-MM

Pewne uwagi Hilberta dotyczace metamatematyki zostaly, z koniecznosci,
wspomniane wyzej. W tym miejscu, przed przejéciem do dalszych analiz,
warto je podsumowaé. Ot6z metamatematyka (III-MM) nie jest formalna. Jej
istota sa treSciowe analizy dotyczace znakéw (formul) z poziomu II-F. Glow-
nym celem metamatematyki jest dowod niesprzeczno$ci matematyki sforma-
lizowanej (Hilbert 1922: 174).

Nalezy przy tym od razu zaznaczy¢, ze w 1922 r. Hilbert nie przewidywal
udowodnienia ,,przy pierwszym podejéciu” niesprzecznosci calej matematyki
z poziomu II-F. Proponowal inng strategie. Najpierw nalezalo zaksjomatyzowac
i sformalizowaé niewielki fragment matematyki (ktory bylby ,,pierwsza czescig”
II-F). Ta aksjomatyzacja obejmowalaby tylko te cze$¢ logiki, ktéra jest wyma-
gana dla owej cze$ci II-F. Nastepnie na poziomie III-MM mialby nastapié
dowdd niesprzeczno$ci wybranego fragmentu II-F. Dalej nalezaloby dodawac
na przemian do pierwszej aksjomatyki pewne aksjomaty logiczne i matematycz-
ne oraz dowody niesprzecznoéci ,,powiekszanych” fragmentow II-F. W koncu
— Hilbert nie okreélil po ilu takich krokach — mial powsta¢ dowdd nie-
sprzecznoSci calej matematyki z IT-F (Hilbert 1922: 173).

Nalezy postawié¢ pytanie: jakie byly przyczyny ustalenia takiej strategii
dowodzenia niesprzeczno$ci? Nielatwo je ustali¢, ale dwie przestanki wydaja
sie tutaj relewantne. Pierwszym wzgledem jest pewna heurystyka. Chodzilo
o stwierdzenie najpierw odno$nie do bardziej elementarnych fragmentéow
matematyki, ze dowdd ich niesprzeczno$ci jest mozliwy. Po drugie, Hilbert
byt zdeklarowanym przeciwnikiem logicyzmu. Twierdzil, ze taki sposob fun-
dowania matematyki musial prowadzi¢ — i rzeczywiscie doprowadzil — do
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zbudowania antynomijnej matematyki (Hilbert 1922: 162). Dlatego, mozna
przypuszczaé, byt przeciwny zadaniu matematyce od razu calej potrzebnej lo-
giki i wolal dodawa¢ aksjomaty logiczne stopniowo.

Hilbert przeprowadza w swym tekScie dowdd niesprzecznosci pewnego
stabego fragmentu arytmetyki liczb naturalnych. Dowdd ten jest mocno rozbu-
dowany i trudno byloby go tutaj przesledzi¢. Hilbert postuguje sie jednak w do-
wodzie lematem metamatematycznym, ktory wezeéniej udowodnil. Przedstawie
tu dowdd tego lematu, by pokazaé, jak funkcjonowala Hilbertowska tre$ciowa
metamatematyka.

Hilbert (1922: 170) chce wykazaé niesprzecznos$é teorii opartej na naste-
pujacych aksjomatach:

lL.a=a
2.a=b—>a+1=b+1
3.a+1=b+1—-a=5>b
4.a=c—((b=c—a=>b)
5.a+1#a
Dla dowodu niesprzecznoéci formuluje nastepujgcy lemat metamatematyczny:

(LMM) Formula dowodliwa moze zawiera¢ co najwyzej dwa razy znak

”»

>
Dowdd lematu jest dowodem nie wprost (Hilbert 1922: 171):
Zaklada sie (zalozenie dowodu nie wprost), ze
(1) formula dowodliwa zawiera wiecej niz dwa znaki ,,—”.

(2) Odnajduje sie w jej dowodzie pierwsza w kolejnoéci formule,
ktoéra zawiera wiecej niz dwa znaki ,,—” (Hilbert stwierdza, ze
okreslenie ,pierwsza” oznacza, ze zadna wczeSniejsza formula
w tym dowodzie nie ma tej wlasnosci).

(3) Sa dwie mozliwoSci: albo (a) ta formula powstala przez podsta-
wienie do aksjomatu (jest przestanka wnioskowania opartego na
modus ponens)8, albo (b) jest formula-konkluzja wnioskowania
opartego na modus ponens.

8 W zasadzie istnieje trzecia mozliwos¢: formula ta jest aksjomatem, ktéry jest prze-
slanka we wnioskowaniu opartym na modus ponens. Wystarczy jednak przejrzeé aksjoma-
ty, by stwierdzi¢, ze zaden z nich nie zawiera wiecej niz dwa razy znaku ,—”.
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4) Mozliwoéé (a) jest wykluczona przez zasady syntaktyki mate-
matyki sformalizowanej na poziomie II-F9.

(5) Pozostaje mozliwo$¢ (b). Ale w takim wypadku druga przestanka
wnioskowania opartego na modus ponens musi tez zawierac
wiecej niz dwa znaki ,,—”. (¢) Formula-konkluzja tego wniosko-
wania nie jest pierwszym w dowodzie wystgpieniem formuly
z wiecej niz dwoma znakami ,,—”.

(6) Sprzeczno$é (2) (5¢).
) Nieprawda, ze (1).

Wypada postawi¢ teraz pytanie, jakie wnioski na temat metamatematyki
Hilberta wynikaja z tego przedstawionego jako pierwszy dowodu metamate-
matycznego. Po pierwsze, Hilbert implicite zaklada na poziomie ITI-MM jaka$
teorie porzadku. Wynika to stad, ze przyjmuje de facto, ze zbiér formul do-
wodu jest dobrze uporzadkowany — mozna w zbiorze formul (w dowodzie)
wskazaé pierwsza formule o okre$lonej wlasnosci, czyli pierwsza formule do-
wolnego podzbioru formul danego dowodu.

Po drugie, Hilbert, rowniez implicite, zaklada na poziomie metamatema-
tyki arytmetyke liczb naturalnych, a przynajmniej jej fragment. W dowodzie
mowa jest o ,,dwoch” i ,wiecej niz dwoch” znakach. Przypomnieé nalezy, ze
analizy poziomu III-MM maja charakter treSciowy, a nie formalny. Hilbert
umie$cit arytmetyke treSciowg na poziomie II-T. W istocie przynajmniej
pewne jej fragmenty potrzebne sg rowniez na tre$ciowym poziomie ITI-MM.

Po trzecie, na poziomie III-MM Hilbert zaklada implicite pewna logike.
Wystarczy w tym kontekécie wskaza¢ na konstrukcje dowodu lematu meta-
matematycznego. Jest to dowod nie wprost oparty na prawie logiki klasycznej
(~p = q A ~q) = p. Rzeczywiscie, dalszy rozwdj idei metamatematyki w ko-
lejnych pracach Hilberta pokazal, ze w prowadzonych analizach tresciowych
na poziomie metamatematyki kierowat sie logika klasyczng (inhaltliche).

Podkreslic nalezy, ze Hilbert, w pierwszym tekscie, w ktérym mowi expressis
verbis o metamatematyce, nie ujawnit explicite koniecznego ,wyposazenia”
arytmetyczno-logicznego zbudowanej przez siebie metamatematyki. Nie-
mniej, z przedstawionych przez niego dowodéw prowadzonych na tym po-
ziomie mozna wyciggna¢ pewne wnioski dotyczace owego ,wyposazenia”.

9 Za znaki a, b, ¢ w aksjomatach moga by¢ wstawione tylko te formuly, ktére Hilbert
nazywa funkcjonatami, a te nie zawierajg znaku ,—”. Formuly, ktére powstang z aksjoma-
toéw przez podstawienie nie beda zawieraly zatem wiecej niz dwoch znakow ,,—”.
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5. POROWNANIE Z POZNIEJSZA WERSJA FORMALIZMU

Trzeba zaznaczyé, ze w poZniejszych tekstach, przede wszystkim w sztanda-
rowym dla metamatematyki artykule Uber das Unendliche z 1926 r., Hilbert
w zasadniczo inny sposéb uzasadnial podstawowa kwestie braku odniesienia
przedmiotowego matematyki z poziomu II-F (bez II-T/F). Stwierdzal przede
wszystkim, ze w §wiecie materialnym nie ma przedmiotéw nieskonczonych —
ani nieskonczenie wielkich, ani malych (Hilbert 1926: 161-165). Dodaé nalezy,
ze nie byt platonikiem, a wiec nie poszukiwal przedmiotéw nieskonczonych
w jakiej$ obiektywnej rzeczywistoSci poza czasem i przestrzenig. Nie zgadzal
sie tez z konstruktywizmem Brouwera, a wiec nie doszukiwal sie w konstruk-
tach podmiotéw matematycznych obiektdw potencjalnie nieskonczonych.
Twierdzil, ze nieskoniczono$¢ zostala dolaczona do matematyki jako element
idealny — przeciwstawiany temu co realne — i stala sie jej (matematyki z po-
ziomu II-F) istota. Przykladem obiektu idealnego w matematyce moze by¢ —
wprowadzony przez geometrie rzutowa — punkt przeciecia w nieskoniczonosci
dwbch prostych roéwnoleglych.

Podzial na matematyke finitystyczna i infinitystyczng — obok podzialu na
matematyke realng i idealna — stal sie od 1926 r. podstawowym narzedziem,
ktérym poshlugiwal sie Hilbert w swojej filozofii i teorii podstaw matematyki
(Hilbert 1926: 166-170). Pierwszego rozroznienia mozna sie dopatrywaé juz
w analizowanym wyzej artykule z 1922 r. Hilbertowska matematyka fini-
styczna z 1926 r. to w istocie to, co w 1922 r. Hilbert okresla jako ,arytmetyke
treSciowa” (inhaltliche Arithmetik), a co wyzej oznaczone bylo symbolem II-T.
Warto dodaé, ze w tradycji interpretacji filozofii Hilberta matematyka finity-
styczna zostala ,zidentyfikowana” jako sformalizowana (w latach czterdzie-
stych XX w.) arytmetyka Skolemat°. Natomiast p6Zniejsza matematyka infi-
nitystyczna to ten poziom matematyki w artykule z 1922 r., ktory tutaj zostat
oznaczony symbolem II-F.

Podzial na matematyke finitystyczna i infinitystyczna, ktéry w tekscie
71922 r. zostal przez Hilberta ledwie zasygnalizowany, byl p6Zniej przez niego
w istotny sposob wykorzystywany. Od 1925 r. twierdzil, ze celem budowanej
przez niego metamatematyki jest finitystyczny dowod niesprzeczno$ci mate-
matyki infinitystycznej. Wydaje sie, ze i ta idea zawarta jest, przynajmniej
implicite, w artykule, w ktorym Hilbert w 1922 r. szkicuje po raz pierwszy za-

10 Nie jest to oczywiScie ,identyfikacja” jednoznaczna. Wiekszo$¢é interpretatoréw przy-
chyla sie jednak do sadu, ze idee, ktore Hilbert wigzal z matematyka finitystyczna, najlepiej
sucieleénia” Primitive Recursive Arithmetic (znana w literaturze jako PRA) — sformalizo-
wana teoria arytmetyki, ktérej pomyst wywodzi sie od Skolema.
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sadnicze zreby formalizmu. Matematyka infinitystyczna zostala utozsamiona
wyzej z poziomem matematyki II-F (z 1922 r.). Dowdd jej niesprzeczno$ci
mial by¢ podany w metamatematyce (poziom III-MM). Matematyka na po-
ziomie III-MM zawierala przynajmniej fragmenty arytmetyki treSciowej z pozio-
mu II-T i nie wydaje sie, by zawierala ,,wiecej” matematyki. Skoro za$ aryt-
metyke treSciowa II-T mozna slusznie kojarzy¢ z pdzniejsza matematyka
finitystyczna Hilberta, to planowany w 1922 r. dowdd — na poziomie I1I-MM
— niesprzeczno$ci matematyki z poziomu II-F faktycznie mozna okresli¢
mianem finitystycznego dowodu niesprzeczno$ci matematyki infinitystycznej.

Wypada zaznaczy¢, ze podzniejszego istotnego rozrdznienia Hilberta
(matematyka realna kontra matematyka idealna), ktére zreszta pelni wazna
funkcje w pohilbertowskim ograniczonym (relatywnym) programie Hilberta,
tez mozna dopatrzec sie w teks$cie Neubegriindung der Mathematik z 1922 roku.
Matematyka II-T to matematyka realna, jej semantyke stanowig realne
obiekty — znaki z poziomu I-Z. Matematyka z poziomu II-F (bez II-T/F) to
za§ w istocie pozniejsza Hilbertowska matematyka idealna, nietraktujaca
o obiektach realnych (ani zadnych innych obiektach).

A zatem Hilbert przynajmniej ,zarysowal” w artykule z 1922 r. wiele idei
swojej przyszlej filozofii i teorii podstaw matematyki. Trzeba zaznaczy¢, ze
ponadto explicite wskazywal w tym tekScie problemy, ktére musiala jeszcze
rozwiagza¢ formalistyczna filozofia matematyki. Najistotniejszy z nich wynikatl
z Brouwerowskich intuicjonistycznych badan podstaw matematyki. Wiazal sie
genetycznie z konstruktywistyczng krytyka dowodéow twierdzen egzysten-
cjalnych prowadzonych metoda nie wprost. Problem, przed ktérym stanal
Hilbert, to stosowanie kwantyfikatorow o nieskonczonym zakresie zmienno-
Sci. Niektore przynajmniej zdania matematyki infinitystycznej (II-F) z ko-
niecznoSci wymagaly takiej kwantyfikacji (Hilbert 1922: 176-177). W takiej
sytuacji zdanie rozpoczynajace sie od kwantyfikatora ogoélnego jest w istocie
nieskonczong koniunkcja zdan, a zdanie rozpoczynajace sie od kwantyfikato-
ra egzystencjalnego jest nieskonczong alternatywg zdan. Aby rozstrzygnac
prawdziwo$c¢ (falszywo$é) zdan opatrzonych kwantyfikatorami, trzeba — by¢
moze — ,przejrze¢” nieskonczenie wiele czlondéw nieskonczonej koniunkeji
(alternatywy), a to — nie tylko z konstruktywistycznego punktu widzenia —
jest niewykonalne dla podmiotu matematycznego. Hilbert nie mogt przejéc
obojetnie obok tego problemu, skoro postulowal formalizacje matematyki in-
finitystycznej (II-F). W teksScie z 1922 r. jasno zapowiedzial, ze w najblizszym
czasie postara sie przedstawi¢ jego rozwigzanie (Hilbert 1922: 176-177)1.

1 Hilbert podjat sie wspomnianego zadania w kolejnej swej pracy, wprowadzajac funk-
cje t (Hilbert 1923).
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PODSUMOWANIE

W artykule poréwnano niektore idee najwczesniejszej postaci Hilbertow-
skiego formalizmu z wybranymi ideami dojrzalszych wariantéw tego kierunku
filozofii i teorii podstaw matematyki. Pokazano przy tym, ze zasadnicze zreby
tej koncepcji naszkicowane zostaly juz w 1922 r. w pracy Neubegriindung der
Mathematik. Erste Mitteilung. Wskazano tez, ze Hilbertowska koncepcja
L~wielopoziomowo$ci” matematyki byla bardziej rozbudowana, niz to sie za-
zZwyczaj przyjmuje — nie ograniczala sie jedynie do sformalizowanej (formale)
matematyki i treSciowej (inhaltliche) metamatematyki. W zakresie ontologii
matematyki zwrocono uwage na dwa wspolwystepujace w 1922 r. warianty
Hilbertowskiego nominalizmu: metodologiczny i $cisty.
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